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泛 函 分 析 是 一 门 较 新 的 数学 分 支 , 它 综合 运用 分 析 、 代数 和 几何 的 观点 与 方法 , 研究 
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第 一 章 实 分 析 基 础 


1.1 集合 及 其 运算 


1.1.1 集合 的 概念 


集合 是 数学 研究 的 基本 对 象 , 是 现代 数学 的 基础 ， 它 已 被 广泛 地 应 用 于 数学 及 其 它 学 
科 的 许多 领域 .一 般 认为 , 伟大 数学 家 康 托 ([ 德 ]G. Cantor) 是 集合 论 的 创立 者 , 按照 他 的 
定义 是 :“ 一 个 集合 是 由 我 们 思想 中 的 或 者 有 感知 的 一 些 确定 的 , 可 以 分 辩 的 对 象 所 组 成 ， 
并 且 被 看 成 一 个 整体 的 任意 一 个 集体 ". 定义 中 说 到 的 对象" 称 为 集合 的 元 素 或 元 . 
通常 用 大 写字 母 表示 集合 , 用 小 写字 母 表示 集合 的 元 素 , 如 果 A 是 一 个 集合 ,那么 
XE A 表示 z 是 A 的 一 个 元 素 , 当 z 不 是 A 的 元 素 时 , 用 x& A 或 x€ 册 表 示 . 
表示 集合 的 方法 通常 有 两 种 ， 
《1) 列举 法 . 把 集合 中 的 元 素 全 部 列 出 来 . 例如 ， 
N={0, 1,2, 3, 0 me) 
表示 全 体 自然 数组 成 的 集合 ; 
A={1, 3, 5) 
表示 由 数 1, 3, 5 组 成 的 集合 . 
《2) 特征 表 方 法 . 把 集合 中 的 元 素 的 特征 表示 出 来 . 例如 
且 一 人 (五 肋 | 于 十 了 一] 
表示 R 中 以 原点 为 中 心 的 单位 圆 ， 


C=1{ zx| a 


表示 实 直线 上 的 闭 区 间 [a， 司 . 

设 A B 是 两 个 集合 , 用 AC B 表 示 A 的 每 一 元 素 也 是 集合 互 的 一 个 元 素 ， 如 果 
AC B, 则 称 A 是 B 的 一 个 子 集 , 即 A 包含 在 8 中 ; 如 果 AC B, 且 人 扩 把 4 B 看 作 与 
BC 4 等 价 ), 称 A 等 于 B, 记 为 A= B; 如 果 AC B, 且 A B 时 , 称 A 为 B 的 真子 集 . 

集合 包含 二 (CC) 有 两 个 简单 的 性 质 ， 

(1 AC A 

(2) 如 果 AC 有 B BCC, 则 AEC 

不 含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 , 记 为 名 , 例如， 

{ (五 另 | 二 十 站 = 1，z y 为 实数 } 关 名 

设 A 是 一 个 给 定 的 集合 , 考虑 A 的 子 集 


{(zE A| z 关 对 
这 个 集 没有 元 素 , 是 一 个 空 集 捉 ,显然 名 CA 车 A 了 名, 则 A 至 少 有 两 个 子 集 : A 和 名. 
如 果 AA 只 有 这 样 两 个 子 集 , 则 人 只 含有 一 个 元 素 . 


1.1.2 集合 的 运算 


1. 集合 的 并 集 
设 A，B 是 两 个 确定 的 集合 , 则 称 由 A 的 元 素 与 B 的 元 素 的 全 体 构成 的 新 集合 为 A 与 
B 的 并 集 , 记 为 AU B, 即 有 
AU B={ zl xz€ A 或 zE 肥 
设 | 入 1XE A 为 某 一 族 确定 的 集合 ( A 为 某 指标 集 ) , 则 称 由 各 个 A 的 元 素 的 全 体 构成 
的 新 集合 为 它们 的 并 集 , 记 为 A, 即 有 
凡生 ={ x| xE 某 个 人 ,hE 及 
2. 集合 的 交集 
设 A, B 是 两 个 确定 的 集合 , 则 称 由 A，B 的 公共 元 素 组 成 的 新 集合 为 A 与 的 交集 ， 
记 为 AI1 B, 即 有 
AN B={ zl xz€ A xz€B 
由 所 有 Ax( ME 仿 的 公共 元 素 组 成 之 集 称 为 它们 的 交集 , 记 为 上 ,4， 即 
Lh={zlz€E A AE A 
3. 集合 并 、 交 集 的 运算 性 质 
关于 集合 的 并 与 交 , 有 以 下 运算 性 质 . 
定理 1.1.1( 分 配 律 ) 设 下 是 一 个 集合 ,1 A,, XE 当 是 一 族 集合 , 则 有 
CD ETICUAD) 一 只 (本 1A) (1.1-D 
(2) EU(NA)=N( EU A) (1.1-2) 
证 仅 证 (1), (2) 同 理 可 证 , Y zxE 百 1(U,AD), 有 zxE ExE UA 即 3hEA4, 使 
ZE A ， 从 而 zxE E11A,,， 故 zE U1A), 即 
EN (YU,AY CY (EN A) 
反 过 来 ， Y x€ ENA), 则 3hEAh 使 zxE ENA,, 即 xz€ EH zx€E ACYA, 
故 有 z€ ENN(CUA)., 即 
EN (UY, AY EU.EN A) U 
+4 差 集 与 余 集 
设 A，B 是 两 个 确定 的 集合 , 定义 A 与 8 的 差 集 A 一 成 也 记 为 从 且 为 属于 A 而 不 属 
于 B 的 元 素 组 成 的 集合 , 即 
A— B={7z| ze A, ze BB 
特别 地 , 车 BA, 则 称 A 一 B 为 B 关 于 A 的 余 集 , 记 为 成 , 即 
B=A-B BCA 


在 同一 问题 中 , 车 考虑 的 某 集合 是 某 一 大 集合 X 的 子 集 , 则 称 X 为 基本 集合 , 或 称 为 
空间 . 例如 , R ={ | zx 为 实数 ),R ={ (五 妨 | wy 为 实数 ), 集合 N={ 0,1,2,3,…, 
…)}，A={ 1, 3, 5) 都 是 R' 的 子 集 ，B={ (xz, | 十 3 二 1) 是 R 的 子 集 R ，R 都 是 基 
本 集合 (或 称 为 空间 ). 

集合 了 关于 基本 集合 X 的 余 集 , 简称 为 余 集 , 记 为 下 , 即 

B=X-B BCX 

S. 并 、 交 集 的 余 集 的 运算 规则 

关于 并 、 交 集 的 余 集 有 以 下 的 结论 . 

定理 1.1.2(De. Morgan 公式 ) 设 | A 人 |4E 外 是 一 族 确定 的 集合 ( AC X), 则 有 

(1) (AD 一 由 (1.1-3) 

(2) (AY)'=Y A (1.1-9 
这 两 个 公式 称 为 De. Morgan 公式 . 

证 仅 证 (1), 公式 (2) 同 理 可 证 . VY xE( VA 即 xE X，xzE YA, 从 而 Y 4E A 
ZE 4 由 EX 知 ，zEA(YAE 有 ,所 以 xE 由 A 

反 过 来 , 设 zE NA, 则 YXE A, 有 xzE 态 . 由 XE X，xE A(Y4E A)， 从 而 
ZE A, 所 以 xE(U A)'. 故 有 

(VAD =0,A: U 


1.1.3 可 数 集 与 不 可 数 集 


集合 按 元 素 的 “个 数 " 可 分 为 两 类 , 即 有 限 集 与 无 限 集 . 车 一 个 集合 的 元 素 的 个 数 是 有 
限 的 , 则 称 为 有 限 集 , 否则 称 为 无 限 集 ， 有 限 集 比 较 简 单 , 这 里 主要 讨论 无 限 集 . 

定义 1.1.1( 了 映射 ) (1) 设 A 了 是 两 个 非 空 集合 , 车 存在 法 则 大 对 每 一 二 人 在 
有 一 个 确定 的 元 素 y 与 之 对 应 , 则 称 了 是 定义 在 A 上 而 在 B 中 取 值 的 映射 , 记 为 天 
A>B, 并 将 x 与 y 的 关系 写成 y= 且 刀 . 称 A 为 了 的 定义 域 ， f(A)={ A DE Bl zxE A) 
为 f 的 值 域 . 

(2) 设 f: A>B, 满足 : 

VW B= f(D, 

加 4， HE A, a 有 An) Kn), 

则 称 了 是 一 一 映射 . 

设 f 是 A 到 B 的 一 一 映射 , 则 对 每 个 YE B 有 唯一 的 zE A 使 扩 力 三 > 定义 以 咏 一 
式 当 无妨 = y 时 ), 则 g 是 8 到 A 的 一 一 映射 , 我们 称 g 是 了 的 逆 映 射 ， 记 为 矿 容易 
得 到 ; g 是 了 的 道 映射 则 当 且 仅 当 gf/ 二 1,，fg= Io. 

定义 1.1.2( 对 等 ) 设 A，B 是 两 个 确定 的 集合 , 车 存在 f: A>B 是 一 一 映射 则 称 
A 与 B 存 在 一 一 对 应 , 或 称 它们 相互 对 等 , 记 为 A 一 于 

显 见 对 等 关系 有 以 下 性 质 . 

(1) 自 反 性 : 4 一 4 

(2) 对 称 性 : 若 A B, 则 B~ A; 


(3) 传递 性 : 车 A~ B，B~C, 则 A 一 C 


由 对 等 的 意义 易 知 , 对 有 限 集 而 言 ,“A 一 下 与 " A，B 所 含 元 素 个 数 相同 "是 同一 概念 . 


对 于 无 限 集 ， 有 以 下 的 定义 . 


定义 1.1.3( 可 列 集 ) 设 A 是 无 限 集 , N=({0, 1, 2, 3,…， …)} 是 自然 数 集 , 车 


A 一 N, 则 称 A 为 可 列 集 (也 称 可 数 集 )， 和 否则 称 作为 不 可 列 集 . 


注 1.1.1 A 是 可 列 集 是 指 A 的 一 切 元 素 可 以 用 自然 数 编 号 , 使 A 写成 A={ ae，a' 


，w，…) 的 形式 ， 例如; 
全 体 偶 数 集 ({ 0, 2, 4,… ,2k,…) 是 可 列 集 ; 
全 体 整 数 集 { 0, 一 1, 1， 一 2, 2, …, 一 mmm"…) 是 可 列 集 . 
关于 可 列 集 的 运算 有 以 下 的 结论 . 
定理 1.1.3( 可 列 集 的 运算 性 质 ) 
《1) 有 限 个 可 列 集 的 并 集 是 可 列 集 ; 
《2) 可 列 个 可 列 集 的 并 集 是 可 列 集 . 


证 (D 设 巨 , 世 , …， Ex 是 N 个 可 列 集 , 记 BE 忆 . 分 别 把 已， 马 , …，Ex 的 元 


素 列 出 有 


的 元 素 可 排列 为 。 | 


则 EE 为 可 列 集 。 
(2) 设 EE, EE,"… 


E 的 元 素 可 排列 为 ( 依 箭头 方向 排列 ) 
刁 而， 本 ， 西 ， 可 局 


则 E 为 可 列 集 . 
推论 1.1.1 全 体 有 理 数 之 集 Q 是 可 列 集 . 


证 令 Q; = xE0Q01220), 0_={ xEQ1z<0), 记 EE=|,2,3.,...， 


,mm } 
n 


7 乒 1, 2, 3,*…。 显 见 E, 是 可 列 集 , 则 Q; 二 UE 是 可 列 集 . 同 理 可 证 Q- 也 是 可 列 集 . 把 


QQ- 的 元 素 分 别 排列 为 
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Q-: 了 
则 Q 的 元 素 可 排列 为 
Qi 0 a ye Be Me Dy Me 
则 QQ 是 可 列 集 . U 
在 介绍 了 实数 的 完备 性 理论 之 后 , 可 以 证 明 :; [0，1] 中 的 爹 体 实数 构成 的 集合 是 不 可 
列 集 . 


My 


1.2 实数 的 完备 性 


1.2.1 ”有理数 及 其 稠密 性 
所 谓 有 理 数 ， 是 指 形 如 总 ( m 为 正 整数 ，n 为 整数 , 并且 中 与 " 互 质 ) 的 数 . 


可 以 证 明 : 每 个 有 理 数 之 是 一 个 无 限 循环 小 数 ( 有 限 循 环 小 数 可 以 看 作 以 0 为 循环 节 


的 无 限 循环 小 数 ). 因 此, 每 一 个 无限 不 循环 小 数 必 不 是 有 理 数 ,我们 称 它 为 无 理 数 . 通常 
由 QQ 表示 有 理 数 集 , 即 
Q=1 zl z 为 有 理 数 } 

有 理 数 集 的 性 质 ; 

《1) 任何 有 理 数 可 以 由 整数 1 经 过 有 限 次 的 有 理 运算 ( 即 加 、 减 、 乘 、 除 ) 而 得 到 . 

《2) 任何 两 个 有 理 数 经 过 有 理 运算 后 , 仍 得 到 有 理 数 , 也 就 是 说 , 有 理 数 集 Q 对 于 四 
则 运算 封闭 . 

(3) 有 理 数 集 Q 是 可 列 集 , 即 Q 的 元 素 “ 个 数 不 多 ”， 是 最 小 的 "无限 数 集 ”. 

除 以 上 性 质 外 , 还 有 所 谓 的 稠密 性 , 即 ; 


《9 任何 两 个 有 理 数 4 二 卫 ，4 二 也 之 间 ， 还 存在 有 更 数 o= 二 (4 9) = 去 
( 卫 + 至 |. 
mt 


由 此 可 得 : 任何 两 个 有 理 数 之 间 有 无 穷 多 个 有 理 数 ; 任何 开 区 间 ( a, 仿 内 含有 无 穷 多 
个 有 理 数 . 这 就 体现 了 有 理 数 的 稠密 性 . 

关于 有 理 数 , 我 们 应 注意 以 下 两 点 : 

《1) 不 是 有 理 数 的 数 大 量 存在 . 例如 : 单位 正方 形 对 角 线 的 长 度 避 就 不 是 有 理 数 , x、e 
也 不 是 有 理 数 ; 再 如 数 0. 1010010001000010… 就 不 是 有 理 数 , 我们 称 它们 为 无 理 数 . 我 们 
说 无 理 数 大 量 存在 ， 事实 上 , 对 实数 而 言 , 则 有 

有 理 数 十 无 理 数 三 无 理 数 

便 知 无 理 数 的 “个 数 " 不 比 有 理 数 少 . 

(2) 有 理 数 集 不 具有 完备 性 . 也 就 是 说 , 在 有 理 数 集合 Q 中 , 极限 运算 是 不 通行 的 . 
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例如 : 有 理 数列 二 一 | 1 十 二 | EQ. 在 实数 范围 内 有 


lm = 各 |1+ 二 | = ee RR 表示 实数 集 
但 e€Q. 即 在 有 更 数 范围 内 lim x=lim| 1 十 二 | 不 存在 . 
以 上 两 点 说 明 ， 尽管 有 理 数 在 实 轴 上 翻 密 , 但 它 没有 填 满 实 轴 , 还 有 大 量 的 空隙 存在 . 
1.2.2 实数 及 其 完备 性 


一 切 无 限 小 数 统称 实数 ,其 中 , 循环 小 数 为 有 理 数 ,不 循环 小 数 为 无 理 数 . 常用 R' 表 
示 全 体 实数 集合 .我们 知道 ,自然数 在 数 直 线 上 是 很 稀 的 ， 有 理 数 在 数 直 线 上 处 处 稠密 ， 
但 有 空隙 存在 . 全 体 实数 和 数 直线 上 的 点 一 一 对 应 , 所 以 这 种 空隙 不 存在 了 . 实数 系 的 这 
种 "没有 空隙 "的 性 质 , 就 是 实数 的 完备 性 (或 连续 性 )， 下 面 来 讨论 刻画 实数 完备 性 的 几 个 
等 价 命题 . 

1. 确 界 的 存在 性 

定义 1.2.1( 有 界 集 ) 设 AR 是非 

(1) 如 果 存在 MER' , 使 Y xzE A, 有 苹 M, 则 称 M 为 数 集 A 的 一 个 上 界 ; 

(2) 如 果 存在 mER', 使 Y xzE 人 有 二 m 则 称 mm 为 数 集 A 的 一 个 下 界 ; 

《3) 如 果 数 集 A 既 有 上 界 又 有 下 界 , 则 称 A 为 有 界 数 集 . 

注 1.2.1 数 集 有 界 的 等 价 定义 : 如 果 存 在 M>0, 使 Y zE A, 有 | | 三 M, 则 称 A 为 
有 界 数 集 . 

定义 1.2.2( 确 界 ) 设 ACR' 是 非 空 数 集 , 车 存在 这 样 一 个 实数 pr 满足 

(DYzxEAh 有 2 

(2) Ye>0, 3mEA, 使 5> 扩 e 
则 # 叫 A 的 上 确 界 ( 或 最 小 上 界 )， 记 为 

HH= supA 或 p= suR | 二 

上 面 第 一 条 件 意味 着 p 是 数 集 A 的 一 个 上 界 , 而 第 二 条 件 显示 出 凡 小 于 /的 任何 实数 
都 不 是 A 的 上 界 . 因此 ,也 叫做 数 集 A 的 最 小 上 界 . 

不 难 证 明 : 若 #p 是 A 的 上 确 界 , 则 存在 却 E A, 使 im 志 == 

同样 ,给 定数 集 ACR , 车 存在 dE R'， 满足: 

(DYzxEA 有 1 

(2) YE0,3n€EAh, 使 a 二 ats 
则 称 a 为 数 集 A 的 下 确 界 (或 最 大 下 界 )， 记 为 

a=inf A 或 e=inf 太 过 

实数 的 完备 性 质 ( 即 没有 空 阶 )， 在 理论 上 十 分 重要 . 为 了 在 应 用 这 些 性 质 时 更 加 确 
切 , 可 以 把 它 表 述 成 以 下 的 公理 . 

定理 1.2.1( 确 界 存在 公理 ) 任何 有 上 (下 ) 界 的 数 集 必 存在 上 (下 ) 确 界 . 

注 1.2.2 并 不 是 任何 数 集 都 有 上 、 下 确 界 . 对 于 有 限 数 集 而 言 , 上、 下 确 界 必 存 在 ， 
分 别 是 该 数 集 的 最 大 、 最 小 数 . 对 于 无 限 数 集 来 讲 ， 上 、 下 确 界 未必 存 在 , 例如 , 自然 数 集 
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数 集 . 


N={0, 1,，2,，…，m …} 有 下 确 界 0, 而 无 上 确 界 . 

注 1.2.3 无 限 数 集 A 即 使 它 有 上 确 界 所 或 下 确 界 ,然而 或 @ 可 以 属于 A 也 可 
以 不 属于 A 例如 ; A=(0, 1]， 

a=inf A=0€ A ph=supA=1EA 

有 了 确 界 存在 公理 , 则 可 以 证 明 数 列 极限 存在 性 定理 之 一 ; 单调 有 界 准则 . 

定理 1.2.2( 单 调 有 界 准则 ) 单调 有 界 数列 必 有 极限 . 

证 仅 对 单调 增加 的 有 上 界 数列 予以 证 明 . 设 | zx.) 是 单调 增加 的 有 界 数 列 , 即 

DEDE"ELE" 

且 3 MER', YEN, 有 zxM 

考虑 数 集 A=| 三 | EN), A 是 非 空 的 有 上 界 的 数 集 , 由 定理 1.2.1 知 A 存在 上 确 界 包 
=sup A 

Y 0, 由 上 确 界 的 定义 知 3 mx, 使 得 

pH—e< a 
当 号 N 时 ,由 亏 ) 单 调 增 加 得 


be< mE TE p< pie 


即 
| mm 一 HI<e n>N 
这 就 是 
limz.=p U 
2. 区 间 套 定理 
定理 1.2.3( 区 间 套 定理 ) 设 闭 区 间 列 [ww,A]) 满 足 ， 
《1) Vm [arn, bECLa, h] 
(2) lim( b,— a.) =0 


则 有 limw= 呈 limb,, 且 “是 所 有 区 间 的 唯一 公共 点 ， 即 
14 = 用 [a, &] 
证 由 定理 条 件 (1) 知 a.) 是 单调 增加 且 有 上 界 A 的 数列 ,| 入 ) 是 单调 减少 且 有 下 界 
a 的 数列 . 根据 定理 1.2. 2 知 


limw = a= sup! a) 


lim b, = b= inf 有 


且 
wa bh 
再 由 定理 条 件 (2) 知 
0< 6 a< limn(h— a)=0 
记 一 呈 久 则 有 
tme= c= lms 
如 果 存 在 a。 满足 


mah 
则 

0 之 | 4 一 | 过 名 一 由 一 0 ne” 
即 4 一 < U 


注 1.2.4 在 区 间 套 定理 中 , 如果 将 闭 区 间 改 为 开 区 间 ,或 将 条 件 (1)、(2) 中 任 一 条 
去 掉 ， 结论 将 不 再 成 立 。 
例 1.2.1 证 明 [0， 1 中 的 全 体 实数 构成 的 集合 是 不 可 数 集 . 
证 “用 反 证 法 ， 如 果 [0，1] 中 的 全 体 实数 构成 之 集 是 可 列 的 ， 则 它们 可 以 排列 为 
I Be To (1,.2=1) 
了 _- i 1 下 /过 
使 [0, 中 的 数 都 在 数列 (1. 2 - 1) 式 中 出 现 ， 将 [0， 划分 成 三 等 分 ，[0. 二 | , [于 ,三 ] ， 


[ .可 , 则 这 三 个 小 区 间 中 至 少 有 一 个 不 含 ma， 记 此 小 区 间 为 [a ，4], 再 把 [a ， 的 ] 三 
等 分 |[q，d], [4，d]，[d ， 打 ,它们 中 至 少 有 一 个 小 区 间 不 含 二 ， 记 为 [4 ，4], 依 
次 可 得 闭 区 间 列 [a.，6J， 其 中 不 售 二 ,满足 ， 
La, ofe, ho I La, hI 
1 


b= n> cc 
根据 区 间 套 定理 知 , 存在 唯一 性 [0, 1], 满足 必 [ ,如 ,7 丘 1, 2, 3,…。 按照 [a,b.] 
的 取 法 ，zE[ a， ,区 号 坟 , 从 而 c 在 数列 (1. 2 -1) 式 中 不 出 现 , 从 而 矛盾 . U 


3. 致密 性 定理 

定理 1.2.2 说 明 : 单调 有 界 数 列 必 收 敛 , 这 是 一 个 非常 重要 的 极限 存在 准则 .如 果 数 
列 有 界 而 不 单调 , 则 数列 的 敛 散 性 不 能 用 定理 1. 2. 2 来 判别 , 此 时 数列 可 能 收敛 也 可 能 发 
散 . 但 有 界 数列 无 论 收 敛 与 否 ， 它 都 有 一 个 非常 重要 的 性 质 , 我 们 称 之 为 “致密 性 定理 ”， 
它 是 由 德国 数学 家 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 首 先 发 现 的 , 也 称 为 Weierstrass 定理 . 为 
了 介绍 这 一 定理 , 先 给 出 子 列 的 概念 . 

在 数列 

I Be To 
中 , 保持 原来 顺序 自 左 向 右 自由 选取 无 穷 多 项 , 如 
这 种 数列 称 为 | 云 } 的 子 列 . 为 方便 , 用 另 一 种 下 标 来 表示 它 . 在 选 出 的 子 列 中 , 记 第 一 项 
为 石 ， 第 二 项 为 世 ，…， 第 上 项 为 ,于 是 天) 的 子 列 就 表示 成 
或 | 忒 ) 人 表示 工 , 是 子 列 | 志 ,) 中 的 第 项 ，n 表示 zx, 在 原 数列 | z.) 中 是 第 m 项 对 每 
一 个 和 n 宇 k 且 m+ mn. 子 列 | 去) 中 的 下 标 是 而 不 是 mw. 人 写 ) 收 和 剑 于 a 是 指 :Y 过 
0, 3 K>0, 当 2K 时 , 有 
lm—al<e 

记 为 lmz,= a 

定理 1.2.4( 致 密 性 定理 ) 任 一 有 界 数列 必 有 收敛 子 列 . 
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证 设 | 二 ;是 一 有 界 数列 , 即 存在 w_pER , 使 < 二 和 把 闭 区 间 [w 司 二 等 分 , 至 
少 有 一 个 小 区 间 含 有 | 五 } 中 的 无 穷 多 个 数 , 把 这 个 小 区 间 记 为 Ca ，&]】 如 果 这 两 个 小 区 
间 都 含有 | 云 ) 的 无 限 多 个 数 , 则 任 取 其 一 作为 La ， 4]. 再 将 [a,b] 二 等 分 , 记 含 | 五 } 中 
无 穷 多 个 数 的 小 区 间 为 Le，4]】 把 这 种 分 割 无 限 地 进行 下 去 便 得 到 一 列 闭 区 间 [ a.。 
4]， 咕 1, 2，…，, 满足 ; 

(1) [w， 妇 中 含有 式 ) 中 的 无 穷 多 个 数 ; 

(2) La, br JCE oa, bh]; 

(3) Ce (Cree). 
由 区 间 套 定理 , 必 有 唯一 点 [a, 司 , 使 

limw= c=limbh 且 {d=0 [eb] 

由 于 [a ，b] 中 含有 ! 专 ) 中 的 无 限 多 个 数 ， 故 可 在 [a ，4] 中 任 取 { 五 ;的 一 项 ， 记 为 
去 ， 它 是 ( 五 } 的 第 n 项 . [ee，b] 中 含有 也) 的 无 限 多 项 , 则 [ @ ，&] 必 含有 !{ 云 ) 第 n 项 
以 后 的 无 限 多 项 , 任意 取 一 项 , 记 为 z( n 王 nn), 继续 在 [@， hj] 中 取 志 (n 二 n=… 二 
1 .1 zo) 就 是 蔗 } 的 一 个 子 列 , 且 wu 过 已 过 和 令 krco 可 得 二 < U 

4 柯 西 收敛 原理 

单调 有 界 准 则 给 出 了 数列 极限 存在 的 一 个 非常 重要 的 判别 法 , 单调 有 界 只 是 数列 极限 
存在 的 充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 .关于 数列 极限 存在 的 充分 必要 条 件 的 寻求 ,必须 从 数列 
自身 的 性 质 出 发 经 过 许多 人 的 不 断 努 力 , 终 由 数学 家 柯 西 ([ 法 ]Cauchy) 给 出 了 非常 漂亮 
的 结果 , 称 之 为 柯 西 收敛 原理 . 下 面 先 给 出 "基本 列 " 的 概念 . 

定义 1.2.3( 基 本 列 ) 设 ( ) 为 一 数列 ， 如 果 Y >0, 3 N, 当 mn m> N 时 , 有 
| 五 一 三 | 过 式 立 , 则 称 工 ) 为 一 基本 列 , 或 柯 西 列 . 

定理 1.2.5( 柯 西 收敛 原理 ) { 局 } 是 收敛 数列 <>| 二 ) 是 基本 列 . 

证 一 设 lim = 则 Ye>0, 3 N, 当 加 m> N 时 ,有 


1 zt al< Fs 1 天 一 al 一 二 
故 有 
加 二 | 二 | 本 一 al 十 | 2 一 | 过 letle=e 
Ei 


这 表明 | 到) 是 基本 数列 . 

一 首先 证 明 | ) 是 有 界 数列 . 取 定 二 1, 则 存在 N, 当 m= N, :> N 时 , 有 

Iz— zl=| zml<l 
即 当 之 N 时 , 有 
| tg| zo mt ml<| xm lt+1 
记 
M=max|al,|lal,m | ol | nl+1} 

则 有 1 五 | 过 M, 即 | 去 ;有 界 . 

其 次 证 ! 五 } 收 熏 ， 由 致密 性 定理 知 数列 去; 有 收 伍 子 列 环 六 设 jm 忆 一 w 即 Y 全 


9 


0, 3 K>0, 当 全 民 时 ,有 | zu 一 dl 二 于。 册 区 ) 是 基本 列 知 存在 N, 当 kN( 此 时 之 
及 时 , 有 
2 
1 本 一 二 | 二 二 
取 N 二 max( N， RD, 则 当 巡 NN 时 ,有 
1ma 一 alsla 一 三 上 H 一 al< 直 et 证 = 

Blim w=a U 

5， 有 限于 盖 定理 

设 一 区 间 集 以 即 E 的 元 素 为 区 间 ) 及 菜 一 区 间 1 著 Y xeE 了 则 区间 4E E, 使 
xzE 4 则 称 覆盖 人 例如 ， 

1 M1 2 3 1 
P, 寺 , 匡 到, 莉 旨 [aa 
覆盖 了 区 间 [0, 2]; 区 间 集 
下 ={1(z 一 6 xz 十 日 | ze [0,1], «>0}) 


覆盖 了 区 间 [0, 1]. 

定理 1.2.6( 有 限 覆 盖 定 理 ) 若 由 开 区 间 所 组 成 的 区 间 集 已 覆盖 一 个 闭 区 间 [ w 中， 
则 总 可 以 从 正 选 出 有 限 个 开 区 间 , 使 这 些 开 区 间 也 覆盖 [we， 侣 . 

证 ”用 反 证 法 . 设 [ w 症 不 能 被 E 中 有 限 个 开 区 间 所 覆盖 , 将 [ a。 症 等 分 成 两 个 子 区 
间 , 则 至 少 有 一 个 子 区 间 不 能 被 EE 中 有 限 个 开 区 间 所 覆盖 , 记 这 个 子 区间 为 [a , bh]. 再 
等 分 [a ,bj], 记 不 能 被 下 中 有 限 个 开 区 间 所 覆盖 的 子 区 间 为 [Le ，&]. 如 此 继续 分 割 下 
去 , 便 可 以 得 到 一 列 闭 区 间 [ ww， 如 ]. 它们 满足 : 

(1) 每 一 个 [ a,， J] 不 能 被 E 中 的 有 限 个 开 区 间 所 覆盖 ; 

(2) [as BCL a h], ol, 2, 
去 (三 D0, wre. 

由 条 件 (2)、(3), 根据 区 间 套 定理 , 则 存在 惟一 的 [a 辣 , 且 lim a 二 limb 再 
由 覆盖 的 定义 知 ,在 下 中 存在 一 个 开 区 间 (w 肪 E E, 使 

E(w 用 或 a<c<p 
由 数列 极限 的 性 质 知 ，3 N, 当 > N 时 , 有 
a wh 

即 当 > N 时 , [a 6b.]C(a, 及 ,这 就 是 说 , 可 以 用 中 的 一 个 开 区 间 覆 盖 [ a。，6.j, 这 与 
条 件 (1) 相 矛盾 . U 

注 1.2.5 在 定理 1.2.6 的 条 件 中 , 车 EE 中 的 区 间 不 是 开 区 间或 [ a, 全 不 是 闭 区 间 。， 
则 定理 的 结论 不 一 定 成 立 . 例如 , 就 不 能 从 区 间 集 


区 地 |. 革 ， 三 本 度 ， 三 Ls [ 态 + 一 ”| ,… 及 [1, 2] 


(3) h— a 


3 nn 十 1 
中 选 出 有 限 个 区 间 来 覆盖 闭 区 间 [0，2]. 
注 1.2.6 上 面 我 们 介绍 了 刻画 实数 完备 性 的 六 个 定理 . 证 明 过 程 是 由 定理 1. 2. 1 推 
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出 定理 1. 2. 2, 依 此 类 推 , 推 得 定理 1. 2. 6, 还 可 以 从 定理 1. 2. 6 出 发 而 推出 定理 1. 2. 2( 即 
单调 有 界 准则 )， 从 定理 1. 2. 2 又 可 以 推出 定理 1.2.1( 即 确 界 存在 公理 ). 由 此 可 见 , 以 上 
六 个 定理 是 等 价 的 , 它们 都 刻画 了 实数 完备 性 的 实质 , 也 称 它 们 为 实数 完备 性 的 等 价 
命题. 


1.3” 实 直线 上 的 开 集 、 闭 集 、 连 续 函 数 


1.3.1 开 集 与 闭 集 


设 是 一 实数 ,50, 称 开 区 间 ( wn 一 人 五 十 全 是 五 点 的 6 邻 域 , 记 为 O0 五， 人 

定义 1.3.1 (1) 设 A 是 一 数 集 ，E A, 且 存 在 QL, 全 CA, 则 称 五 为 A 的 一 个 
内 点 : 

《2) 如 果 A 的 每 一 点 都 是 A 的 内 点 , 则 称 A 为 开 集 . 

由 开 集 的 定义 易 知 , 开 区 间 ( a, 仿 是 开 集 , 局 及 R' 是 开 集 . 

关于 开 集 的 运算 有 以 下 定理 。 

定理 1.3.1( 开 集 的 运算 性 质 ) 

《1) 任意 多 个 开 集 的 并 集 是 开 集 ， 

《2) 有 限 多 个 开 集 的 交集 是 开 集 . 

证 (1) 设 CA.， 人 是 开 集 ( 1 为 指标 集 ). YEG' 则 3awe 丰 使 二 EA ,由 
于 A, 为 开 集 , 故 存 在 Cam， 9CA,CUA, 即 OCm，BC G, 所 以 G 是 开 集 . 


(2) 设 G= 们 全，A 为 开 集 . 

车 6=2， 自然 为 开 集 ; 车 G< 扣 ，Y aiE G, 则 对 每 一 个 k=1, 2，: 
由 入 为 开 集 , 故 存在 CC ，a)CA(G>0). 取 疆 min(8 ap 
所 Al( 针 1. 2.…， 六 , 即 Om， BCG 所 以 G 为 开 集 . 

下 面 考虑 开 集 的 构造 

从 开 集 的 定义 及 开 集 的 运算 性 质 (定理 1. 3. 1) 可 以 看 出 , 开 区 间 是 开 集 , 任意 多 个 开 
区 间 的 并 集 是 开 集 ， 有 限 多 个 开 区 间 的 交集 是 开 集 ， 由 此 可 推测 开 集 的 构造 可 能 很 复杂 
其 实 不 然 , 开 集 的 构造 十 分 简单 , 只 是 R 上 有 限 个 或 至 多 可 列 个 互 不 相交 的 开 区 间 之 并 
把 它 写成 如 下 的 定理 . 

定理 1.3.2( 开 集 的 构造 ) 实 直线 上 的 任 一 非 空 开 集 G 可 以 表示 为 至 多 可 列 个 互 不 相 
交 开 区 间 之 并 ， 即 


G=UCa, 有 ) 
这 里 1 是 有 限 或 至 多 可 列 的 指标 集 ， 这 里 的 ( e，ji)( a 可 以 是 一 =, 六 可 以 是 十 = ) 称 为 开 
集 G6 的 构成 区 间 . 
证 略 . U 


定义 1.3.2( 闭 集 ) 若 数 集 B 的 余 集 B'=R' 一 B 是 开 集 , 则 称 B 为 闭 集 . 
显然 , 闭 区 间 是 闭 集 ; R 是 闭 集 ; 名 是 闭 集 ; 有 限 集 是 闭 集 , 全 体 整 数 集 为 闭 集 . 
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关于 闭 集 并 与 交 , 有 以 下 定理 . 

定理 1.3.3( 闭 集 的 运算 性 质 ) 

(1) 任意 多 闭 集 之 交 是 闭 集 ; 

《2) 有 限 个 闭 集 之 并 是 闭 集 . 

证 《1 设 f= 由 A.， A. 是 闭 集 , 则 

F= (1,A)" =W,A; 

因 A 是 开 集 , 由 定理 1. 3. 1 知 严 是 开 集 , 所 以 下 是 闭 集 . 

(2) 设 EUAh, A( 三 1, 2, …，ND 为 闭 集 , 则 

F= 局 AD) = A 

因 A 为 开 集 , 由 定理 1.3.1 知 已 是 开 集 , 故 下 是 闭 集 . U 

定义 1.3.3( 极 限 点 ) 设 wn ER'，ACR (A 名 ), 如 果 对 任何 之 0，O0 wm, 站 = 
《五 一 信 友 十 命中 至 少 存在 一 个 属于 A 而 不 等 于 wn 的 点 到 则 称 为数 集 A 的 极限 点 (或 
称 为 聚 点 ). 

注 1.3.1 极限 点 有 如 下 的 等 价 的 定义 : 车 五 的 任何 邻 域 0 ,全 中 , 含有 A 的 无 限 
多 个 点 , 称 五 为 A 的 极限 点 , 其 几何 解释 为 : 如 果 五 是 A 的 极限 点 , 则 必 有 A 的 无 限 多 
个 点 “密集 "在 五 点 附近 . 

定理 1. 3. 4( 极 限 点 的 等 价 条 件 ) 设 ACR'(A@), 则 是 A 的 极限 点 < 全 存在 数 
列 元 )，z.E A， 区 夫 而， 有 lim 3 

证 = 设 帮 为 A 的 极限 点 , 对 每 个 自然 数 mn 取 人 = 1/m 由 定义 知 , 在 0 加，6) 
中 存在 x.E A， 六 天 五 , 即 | x 1 二 1/m 因此 lim = 及. 

三 VY 0, 考虑 Qn, 全 =( 力 一 人 轨 十 全 ,因为 存在 五 E A 五 天 而, 有 ]lim 二 一 
九 ， 获 存在 N, 当 心 N 时 , 有 | 元 一 而 | 二 未 即 元 E OL, 全 ( 亏 天 加 ) ,所 以 是 A 的 极 
限 点 . U 


例 1.3.1 设 A= (1, 十 ， 显 见 0 是 A 的 极限 点 . 


定理 1.3.5( 闭 集 的 充 要 条 件 】 设 FR', 则 下 是 闭 集 < 一 > 下 的 所 有 极限 点 属于 F. 

证 一 欲 证 下 的 所 有 极限 点 属于 F, 只 要 证 已 =R 一 上 没有 下 的 极限 点 ，Y zxE 
拨 , 由 于 下 为 开 集 , 故 了 这 0, 使 OOzm 全 CCF, 即 0O( x 四 中 没有 下 的 点 , 更 没有 属于 
下 而 不 等 于 并 的 点 , 所 以 z 不 是 下 的 极限 点 , 即 FF 中 不 含 下 的 极限 点 

一 ”和 欲 证 F 为 闭 集 , 只 须 证 F 是 开 集 ，Y xE FF, 由 xzE 下 及 下 包含 了 下 的 所 有 的 极 
限 点 , 故 z 不 是 下 的 极限 点 . 所 以 存在 某 个 5>0, 使 QL 志 命中 不 含 下 的 点 ,从 而 OL 二 加 
CF, 即 玉 为 开 集 . UL. 

注 1.3.2 上 述 关 于 闭 集 的 充 要 条 件 ， 有 些 书 上 应 用 它 作为 闭 集 的 定义 . 记 A'={ z| x 
是 A 的 极限 点 ), 称 A' 为 A 的 导 集 ， A= AU A', 称 A 是 A 的 闭 包 . 则 由 定理 1.3.5 有 

A 是 闭 集 < A'C 4 一 A= A 
定理 1.3.6 设 下 是 闭 集 ，G 为 开 集 , 则 
(1) G 一 下 是 开 集 ， 
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二 


(2) F 一 G 是 闭 集 . 
证 (1) 由 6- F= G11F 及 定理 1.3.1 便 知 结论 成 立 . 结论 (2) 同 理 可 证 . U 
例 1.3.2( 康 托 (Cantor) 三 分 集 ) 将 区 间 [0， 中 三 等 分 , 控 去 中 间 的 开 区 间 | 证 , 三 |， 
将 剩余 的 两 个 闭 区 间 [0, 去] 与 | 子 ， 1 | 再 分 别 三 等 分 , 挫 去 各 自 中 间 的 开 区 间 | 广 , 地 | 与 
总， 号 | ， 再 将 利 余 的 四 个 财 区 间 分 别 三 等 分 ， 再 挖 各 自 中 间 的 开 区 间 …'… 这 样 继续 进 


行 下 去 , 由 区 间 [0, 1] 中 剩余 的 点 所 构成 的 集合 称 为 Cantor 三 分 集 , 简称 为 Cantor 集 K. 
康 托 集 有 以 下 的 性 质 . 
《1) 康 托 集 K 是 一 个 闭 集 . 事实 上 , 挖 去 的 集合 为 


6-( 主 币 v (计划 v( 了 天 


1 2 7 8 19 20) /25 26 
Uls su (a su (ss Jul 
显然 G 是 一 开 集 , 因此 , 康 托 集 K=[0, 1] 一 G 是 闭 集 . 

《2) 天 是 不 可 数 集 . 事实 上 , 如果 K 是 可 数 的 , 则 天 中 的 全 体 数 可 以 排 成 一 列 


而， 


ju 


那么 , 在 区 间 [0, 去] 与 [和 ,1] 中 总 有 一 个 不 售 n， 记 它 为 [a ,5]. 将 [ a，4] 三 等 分 ， 


则 其 左 、 右 两 个 闭 区 间 中 至 少 有 一 个 不 含 2, 把 它 记 为 [e ，4] …… 依 此 继续 下 去 , 可 得 
一 闭 区 间 列 [a。， bj, 满足 : 

由 Lar, bELa, bh] 

四 bw io 

名 mE[a 如 Fl,2,3 


由 区 间 套 定理 知 , 存在 唯一 点 cE [ww，b]， 呈 1, 2. …, 但 c 关 二 ， 呈 1，2，…， 上 且 
i limb。， 故 “是 天 的 极限 点 . 再 由 是 闭 集 , 所 以 cE K, 这 与 是 可 列 集 相 


1.3.2 点 集 上 的 连续 函数 


我 们 知道 , 闭 区 间 上 连续 函数 具有 许多 重要 性 质 , 如 有 办 性、 最 小 值 与 最 大 值 、 介 值 
性 、 一 致 连续 性 . 除 介 和 值 性 外 , 这 些 性 质 可 推广 到 有 界 闭 集 上 的 连续 函数 . 

定义 1.3.4( 连 续 ) 设 ECR ，f 力 是 定义 于 E 的 函数 , waE 玉 如 果 Y 0. 3 人 
0, 当 xEEE 且 | 长 | 二 6 时 , 有 | 所 D 一 A wn)| 二 6 则 称 大刀 在 五 点 连续 . 若 A 力 在 
E 上 的 每 一 点 都 连续 , 则 称 A 力 在 E 上 连续 . 

不 难 证 明 ，f 力 在 wn EE 连续 有 如 下 的 等 价 定义 ; 如 果 对 任何 | 志 )，zE E, wn€E 
当 i> n(nr 呈 ) 时 , 都 有 

limf( zx) = fn) (1.3-1) 
注 1.3.3 要 使 有力 在 点 连续 ，f 力 必须 在 五 点 有 定义 .如果 是 巨 的 孤立 点 
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( 即 a € E, 但 不 是 EE 的 极限 点 ), 则 灭 习 必 在 五 点 连续 . 这 是 因为 不 论 如 何 取 se>0, 总 
可 以 找到 50, 使 满足 | 一 五 | 二 8 xE EE 的 点 只 有 一 五 , 此 时 | AD 一 A 5)1=0 二 & 
例 1.3.3 在 集合 E={ 1, 2, 3, 4) 上 定义 函数 了 如 下 ， 


四 1 2 3 4 


Nn 3 2 6 8 


则 天 忆 是 E 上 的 连续 函数 . 

定理 1.3.7( 最 值 定理 ) 设 下 是 实 直线 上 的 有 界 闭 集 ，f 力 是 定义 于 F 上 的 连续 函 
数 , 则 太 四 在 下 上 取得 最 大 值 与 最 小 值 . 

证 仅 证 f(D 在 下 上 取得 最 大 值 , 取得 最 小 值 同 法 可 证 . 

首先 证 明 f( 力 在 下 上 有 上 界 . 用 反 证 法 : 若 用 力 在 下 上 无 上 界 , 则 存在 EF, 使 
m 即 lim fz,) 三 十 > 由 于 下 是 有 界 闭 集 , 因此 !{ 却 ; 有 收敛 于 下 的 子 列 玛 上 可 

友 E F, 故 上 不) 有 定义 . 又 由 于 太 力 在 五 点 连续 , 应 有 
A nm) = limf z,) 一 十 
这 是 一 个 矛盾 ,所 以 有力 在 F 上 有 上 界 . 

再 证 忒 忆 在 上 取得 最 大 值 . 设 M 一 sup Ht 力 , 由 上 确 界 定义 可 知 , 存在 | 工 }C FF 
使 发 z 一 M( mr) 如果 ( 亏 ) 中 有 嫩 使 Az ) 二 M, 则 定理 结论 成 立 ! 否则 , 则 存在 
{ 元) 的 子 吾 却 ), 使 亏 一 EF, 且 所 Tz) 及 wm), 另 由 月) 一 M, 知 天) 一 M. 

U 

在 连续 函数 的 应 用 中 ,经 常用 到 一 个 非常 重要 的 概念 ,叫做 一 致 连续 ,下面 作 一 简单 
介绍 . 

前 面 指出 ，F 劝 在 数 集 下 上 连续 是 指 ; A 力 在 下 的 每 一 个 点 都 连续 .也 就 是 说 , 对 已 
中 每 一 点 五 及 任意 给 定 全 0, 都 存在 56>0, 当 失忆 上 且 | 盖 五 | 一 8 时 ,有 | 天 办 一 天 五 ) 
| 二 s 应 当 指出 : 这 里 的 人 20, 不 仅 与 s 有 关 , 而 且 还 与 nw 有关, 可 记 为 注 A 五), 即 人 
随 着 五 的 变化 而 变 . 如 果 对 于 已 中 不 同 的 点 五 ， 可 以 找到 与 五 无 关 的 5>0, 满足 当 
zaE 书 | 二 五 | 过 和 时 , 有 | 天 刀 一 天 石 )| 二 es 则 我 们 称 大 忆 在 数 集 下 上 一 致 连续 . 

定义 1.3. 5( 一 致 连续 ) 设 ER ，K 力 是 定义 于 E 上 的 函数 , 如 果 Y 二 0,3 6>0， 
(8 仅 与 有关), 使 得 对 任何 ,EE, 当 | 五 一 五 | 过 38 时， 有 

| Aa)— An)|l<e 


则 称 灭 忆 在 E 上 一 致 连续 . 

一 致 连续 的 几何 解释 : 取 E=[ a, 靖 ，3= 上 力 ，zE[ a, 症 可 以 看 作 平面 曲线 AB, Ye 
二 0,， 卫 人 0(6 仅 与 s 有 关 ), 当 E>0 取 定 时 , 可 取 定 值 , 做 以 为 半径 、26 为 长 的 “管子 ” 
(如 图 1 -1 所 示 )， 管子 可 以 沿 着 曲线 从 A 运动 到 也, 上 且 管 莒 不 会 与 曲线 相 掩 . 

定理 1.3.8(Canter 定理 ) 如 果 f 力 在 有 界 闭 集 FCR 上 连续 , 则 A 力 在 F 上 一 至 
连续 . 

证 用 反 证 法 . 设 矿 力 在 上 不 一 致 连续 , 那么 , 必 存 在 一 个 二 0, 对 于 任何 季 0. 
都 可 以 找到 nz EF, 当 | 了 一 了 | 一 8 时 , 有 | A 2) 一 及 2)| 宕 @. 
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玉 则 并 一 此 | 这 = 二 时， 有 | 


| 天王 一 A 
于 是 得 到 两 个 点 列 ! 并、 
如 | 二 二 -0Corr=)。 由 于 下 是 有 界 闭 集 ， 证 es a 
和 办 泪 


| i 
pyCFi 有 | 起 十 > 


图 1 一 1 
二 一 一 0 k=0 


1 一 | 所 | 下 一 吉 | 动 一 和 | 一 0 一 一 
故 如一 (kro), 已 知 及 力 在 下 续 , 由 (1.3 一 1) 式 有 
lmfAB)= Ra), lmfB)= Kn) 


从 而 
jm[ A ) 一 A 坟 )] =0 
这 与 (1.3 - 2) 式 相 了 矛盾 . U 


1.4 勤 贝 格 (Lebesgue) 测 度 与 可 测 函 数 


1.4.1 勒 贝 格 测度 


测度 是 欧 氏 空间 中 长 度 、 面 积 和 体积 概念 的 推广 
度 概念 的 推广 ,为 了 便于 理解 ,这 里 仅 以 实 直线 上 的 # 
论 它 的 简单 性 质 . 

1. 有 界 开 集 与 有 界 闭 集 的 测度 

由 于 测度 是 长 度 慨 念 的 推广 , 故 在 考虑 区 间 ( w 及 (或 (ww 回 , [we 可 , [a， 念 ) 的 测度 
时 ， 自然 要 求 { a, 食 的 测度 为 扩 a。 以 便 与 其 通常 的 区 间 长 度 概念 相 一 致 对 于 空 集 所 。 
因 条 中 没有 元 素 , 故 可 定义 室 集 局 的 测度 为 零 . 

设 EE 是 一 实数 集合 , 用 记号 mw 局 表示 它 的 勒 贝 格 测度 . 

定义 1.4.1( 有 界 开 集 的 测度 } 

(1) 室 集 包 的 测度 以 加) 规定 为 零 

(2) 著 G 是 R 中 的 有 界 开 集 , 定义 wx 中 为 G 的 所 有 构成 区 间 的 长 度 之 和 , 即 

所 国王 > (8 一 a) (1.4—1) 
注 1.4.1 如 果 GG 有 有 限 个 构成 区 间 , 则 (1.4 - 1) 式 右边 和 式 具 有 有 限 项 , 若 6 具有 
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对 于 实 直线 上 的 点 集 而 言 . 它 是 长 
点 集 为 例 给 出 勒 贝 格 测度 的 概念 并 讨 


可 列 个 构成 区 间 , 因 G 有 界 , 故 wx 是 一 个 正 项 的 收敛 级 数 . 

由 定义 1.4.1 易 知 , 测度 mm 具有 以 下 的 性 质 . 

性 质 1( 单 调 性 ) 若 G，GCR 都 是 有 界 开 集 , 且 GG, 则 mG) 三 mG), 特别 
取 G= 马 ，G= G, 则 有 以 O 二 0. 

性 质 2( 次 可 加 性 ) mgGUG) 拓 MG) 十 以 G) 且 当 G 站 1G= 马 时 ,等 号 成 立 . 

定义 1.4.2( 非 空 有 界 闭 集 的 测度 ) 设 FR 是 有 界 闭 集 , 规定 

m=(B—AM— mn(AB— Ph (1.4 -2) 

其 中 (A， 妃 是 包含 F 的 任何 开 区 间 . 

注 1.4.2 由 于 (A， 书 一 F 是 有 界 开 集 , 故 mf( A， 书 一 下 有 意义 , 再 由 开 集 测度 的 
性 质 2, 有 wt 户 宇 0, 并 且 mt 中 的 值 与 (A，B) 的 选取 无 关 . 

再 由 定义 1.4.2 易 知 , 开 集 与 闭 集 的 测度 还 有 下 面 3 个 性 质 . 

性 质 3 有 限 集 是 有 界 闭 集 , 其 测度 为 零 . 

性 质 4 设 万 ,都 是 R' 中 的 有 界 闭 集 , 若 是 所 且 , 则 有 mF)< wm 玉 ), 

性 质 5 设 FCR 是 有 界 闭 集 GCSR 是 有 界 开 集 ， 当 FC G 时， 有 
mG-—-D=mO—mD; GCFNH, 有 mF-O=m DD- mo. 

例 1.4.1 考察 Cantor 集 下 的 测度 ， 由 例 1. 3. 2 知 Cantor 集 是 有 界 闭 集 , 取 ( A， 且 


=(1, 9 则 (A 及 一 K=GU(-1, UC, 2), 而 mG)= 圭 +2。 字 十 十 


二 1 所 以 m((A, 妃 一 周二 m(G) 二 1 十 1==3, 而 mA， DB) 一 3， 故 


mm K) 二 0, 这 样 我 们 得 到 一 个 测度 为 零 的 不 可 列 集 的 例子 . 

2. 任意 有 界 集 的 测度 

我 们 知道 圆 的 面积 是 通过 极限 来 定义 的 , 具体 作法 如 下 : 对 圆 作 内 接 正 mn 边 形 . 其 面 
积 记 为 S.， 再 作 外 切 正 n 边 形 , 其 面积 为 5,, 则 圆 的 面积 S 满 足 ，S. < 5S;. 令 
> 取 极 限 , 可 得 S=limS.. =limS , 即 S=supS.. =infS . 

应 用 以 上 的 思想 来 定义 任意 有 界 集 的 测度 . 对 于 任何 有 界 的 非 空 数 集 ER ， 至少 有 
一 个 包含 E 的 有 界 开 集 G( 如 G=( 一 N，N)), 又 至 少 存在 一 个 包含 于 E 的 闭 集 F( 例 如 ， 
Y zxE E, 取 F=| 才 ) 可 以 借助 于 有 界 开 、 闭 集 的 测度 来 定义 有 界 非 空 集 的 测度 . 

定义 1.4.3( 有 界 集 的 外 测度 ) 设 BR 非 空 有 界 , 称 一 切 包含 E 的 有 界 开 集 的 测度 
的 下 确 界 为 E 的 外 测度 , 记 为 mw ( 甩 , 即 

m( 忆 = infl mt G | G 为 有 界 开 集 , EC 9 (1.4-3) 

注 1.4.3 对 于 有 界 开 集 G. 有 mm (@= wm. 

定义 1.4.4( 有 界 集 的 内 测度 ) 设 BR 非 空 有 界 , 称 一 切 包含 于 E 的 有 界 闭 集 的 测 
度 的 上 确 界 为 E 的 内 测度 , 记 为 m ( 且 , 即 

mm (局 = supl m 让 | F 为 闭 集 , FC 且 (1.4-4) 

注 1.4.4 对 于 有 界 闭 集 F, 有 m (中 =m 只 . 

推论 1.4.1 设 ECR' 为 非 空 有 界 集 , 则 mm (思拓 由 (器 . 

证 对 于 任何 满足 FC EC C 的 有 界 闭 集 下 及 有 界 开 集 C, 有 FC C, 由 性 质 5 有 
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mmm, 从 而 
m=sup mh| FCESmO 《1.4 一 5) 
在 (1.4 -5) 式 右边 取 下 确 界 , 有 
m(BD<inmO|lECG=m(DB 
即 有 mBem(D U 
定义 1.4.5( 有 界 集 的 测度 ) 设 ER 有 界 , 如 果 m.( 书 二 mi ( 书 , 则 称 是 勒 由 
格 可 测 集 (简称 可 测 集 ), 并 称 E 的 内 测度 与 外 测度 的 公共 值 为 的 测度 , 记 为 mx 甩 . 即 
mB=m(BD=m(D (1.4-6) 
3. 可 测 集 的 性 质 
定理 1.4.1 设 BCR 有 界 , 则 下 可 测 < 一 Y a>0, 存在 满足 F EC G 的 开 集 G 与 
闭 集 F, 使 mG- PD 二 s 
证 二 设 E 可 测 , 则 严 ( 已 =m (及 . 根据 内 、 外 测度 的 定义 ，Y e>0，3 开 集 
(DE 与 闭 集 FE, 使 


moO<m(D + 冯 


三 月 二 亚 ( 忆 一 去 


由 于 允 ( 且 = 下 (月 , 故 台 四 一 民用 二 < 再 由 性 质 5 有 
MG 一 月 = 以 中 一 以 有 一 

二 设 Y 0, 3 满足 FC ECG 的 开 集 G 与 闭 集 F, 有 m0 一 中 二 s 由 性 质 5 知 
三 回 一 大 月 一 < 再 由 于 mi DEm(BEm(DEmMN, 故 有 m (BD—m(BD<s 由 
< 的 任意 性 知 m (书生 m. ( 畏 , 故 四 (及 = 由 ( 甩 ,. 即 下 可 测 . U 

定理 1.4.2 (1) 设 X=( A， 书 是 开 区 间 ( 有 界 )，ER' 可 测 , 则 E 关 于 X=(A,， 思 
的 余 集 成 =( A，B) 一 EE 是 可 测 集 . 

(2) 设 忆 ,EE 可 测 , 则 EUE, EIE, 忆 一 EE 均 可 测 , 并 且 当 EM 久 = 名 时 , 有 

mBEUE)= mE)+mE) (1.4-7) 

证 (1) 因 尼 可 测 , 根据 定理 1.4. 1，Y s>0, 3 习 开 集 G、 闭 集 F，FC EC G, 有 
三 (一 月 二 s 在 (A, 且 内 取 两 点 ww 以 必用 使 开 集 G= GU(A, OU(A 且 满 足 民 G 一 玉 
去 2e 此 时 Gix 是 含 在 EE 内 的 闭 集 ，F*\ 是 包含 Ex 的 开 集 . 又 因 太一 Gx 三 G 一 下 故 
所 一 Gx)<=2g FI 一 Gx 是 开 集 ). 根据 定理 1. 4. 1 知 到 是 可 测 集 . 

(2) 因 巨 ,EE 都 是 可 测 集 , 故 Y 2>0,3 开 集 G、G 及 闭 集 下 、 玉 , 使 PC ECG， 
mG—F)<e =1,2. 令 GGUG, f=RUR, 易 见 G-F-(G—F)U(G—E), 
故 mG 一 中 二 2s 注意 OD(EUEE) 刁 F, 且 GF 分 别 是 开 集 与 闭 集 , 由 定理 1. 4. 1 知 
E UE 可 测 . 

当 忆 企及 = 已 时 , Fi11R= 名 , 故 有 

mEUE>mMRUR)= mF)+m8) 
mG)+tmMG)—22 MBE)+ mB)—2e 
注意 ，e>0 任意 可 得 mf EU EE) 宇 m( 忆 ) 十 mk 玉 ). 同 理 可 证 mt EU E)< mE)+m 
( 护 ), 从 而 (1.4 -7) 式 成 立 . 
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关于 巨人 及 与 巨 一 尼 的 可 测 性 ,只 要 注意 到 
ENE=(E:U Ev 
E—E=E /I Ex 
应 用 本 定理 的 结论 (1) 便 可 证 明 . U 
该 定理 的 结论 (2) 是 说 可 测 集 对 于 并 、 交 、 差 三 种 运算 是 封闭 的 . 
定理 1.4.3 设 己 , 羽 是 两 个 有 界 可 测 集 . 


(1) 单调 性 : 若 ECE, 则 mE) 三 mt 玉 ) (1.4—8) 
《2) 次 可 加 性 : mn EUE)S< mE)+ mE) (1.4 -9) 
证 略 . U 


定理 1.4.4( 完 全 可 加 性 ) 若 巨 , 羽 ,…，E., … 是 一 列 有 界 可 测 集 , 记 有 
界 , 则 下 是 可 测 集 . 且 有 


mb > 以 民 ) (1.4-10) 
特别 地 ， 当 EE) 互 不 相交 时 ,， 有 
MB= mY E)= > mE) (1.4-11) 
证 略 . 对 
定理 1.4.5 车 巨 , 玉 ,…，E,, … 是 一 列 有 界 可 测 集 , 则 它们 的 交集 E= 门 巨 也 
可 测 。 
证 U 


(1.4 -11) 式 表示 测度 具有 完全 可 加 性 , 定理 1. 4. 4 及 定理 1. 4.5 说 明 可 测 集 对 可 列 
并 , 可 列 交 的 运算 是 封闭 的 . 

例 1.4.2 证 明 有 界 可 数 集 A={ 五 ,五 ) 是 可 测 集 , 且 其 测度 wf 入 二 0. 

证 令 忆 = 二 ), 三 1, 2,3,…， EE 是 单 点 集 , 故 mx 已 )=0, 由 定理 1.4.4 知 ,A 可 
测 且 有 


mM mE)=0 


故 mf 和 ==0. 

从 例 1.4.2 知 ; [0,] 中 全 体 有 理 数 集 是 可 测 集 , 其 测度 为 零 . 而 [0, 1] 中 的 全 体 无 理 
数 集 也 是 可 测 集 ， 其 测度 为 

例 1.4.3 证 明 : 零 测 集 的 任何 子 集 是 零 测 集 . 

证 设 A 是 零 测 集 , 即 mf A)=0, ACA, 由 于 m (A) 宇 0, 故 只 要 证 明 m (A)=0 
即 可 . 由 m( A) =0, 故 Ye>0, 了 开 集 GD A, 使 mGO 一 es 由 和 CACG, 所 以 
(AD) 三 ms 由 本 0 任意 , 知 m (A)=0. 

4. 几 个 值得 注意 的 问题 

1) 关于 无 界 集 的 测度 问题 

定义 1.4.6( 无 界 集 的 测度 ) 设 ECR , 如 果 对 于 任何 过 0, 有 界 集 (一 坟 忆 门 尼 是 
可 测 集 , 则 称 EE 是 可 测 集 ,并 称 极限 
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lmm(— 5 ND 
为 E 的 测度 , 记 为 mt 已 
注 1.4.5 无 界 点 集 的 测度 可 能 是 有 限 数 , 也 可 能 是 无 穷 大 . 例如 全 体 有 理 数 集 QQ 是 


无 界 的 零 测 集 而 E= (0, 十 ) 是 可 测 集 , 但 mx 忆 三 十 .对 于 无 界 的 可 测 集 , 定理 
1. 4. 2 一 定理 1.4.5 的 结论 也 成 立 . 
2) 可 测 集 类 


定义 1.4.7( 可 测 集 类 ) ”由 R' 中 的 所 有 可 测 集 组 成 的 集合 称 为 可 测 集 类 , 记 为 上 

由 可 测 集 的 性 质 可 以 看 出 可 测 集 的 并 、 交 、 差 都 是 可 测 集 , 在 一 定 的 条 件 下 , 可 测 集 
的 可 列 并 、 可 列 交 也 是 可 测 集 由 此 可 见 ,可 测 集 类 是 一 个 非常 庞大 、 十 分 复杂 的 集合 类 ， 
我 们 通常 见 到 的 数 集 都 属于 I 由 于 开 集 、 闭 集 都 是 可 测 集 ， 从 开 集 、 闭 集 出 发 , 经 过 并 、 
交 、 差 、 可 列 并 、 可 列 交 运算 后 得 到 的 集合 称 之 为 波 雷 尔 (BoreD) 集 , 由 Borel 集 组 成 的 集 
类 称 为 Borel 集 类 , 记 为 及 显然 了 

3) 不 可 测 集 是 存在 的 

实 直线 R 上 的 点 集 , 并 非 都 是 可 测 集 , 不 可 测 集 确实 存在 . 因为 开 集 、 闭 集 、 可 列 集 
都 是 可 测 集 ， 它们 经 过 上 述 运算 后 仍 得 可 测 集 , 因此 , 举 出 一 个 不 可 测 集 的 例子 是 很 困难 
的 , 这 里 我 们 就 不 列举 了 . 关于 不 可 测 的 例子 , 可 参看 文献 [1]. 


1.4.2 可 测 函 数 


本 小 节 我 们 引进 一 类 新 的 函数 , 称 为 可 测 函数 ,并 讨论 它 的 简单 性 质 . 

1. 可 测 函 数 的 定义 及 例子 

定义 1.4.8( 可 测 函数 ) 设 f 力 是 定义 在 可 测 集 已 上 的 实 值 函数 , 车 Y oER ,EE 的 
子 集 

及 四 一 { zE EI|AD>d (1.4—12) 

是 可 测 集 , 则 称 力 是 E 上 的 可 测 函 数 . 

{1.4 -12) 式 中 的 子 狗 xE El f( 力 二 4d 也 经 常 记 为 及 才 所 已 二 办 

例 1.4.4 定义 在 R 上 的 连续 函数 是 可 测 函 数 . 

证 YER', 集合 也 9=| | AD>>o xER') 是 一 开 集 . 事实 上 ,YE 及 的 有 
大 而 ) 二 o 由 用 DD 在 点 连续 , 故 Kn)=limf 力 , 则 3 >0, 当 x€ Qa, 全 时 , 有 


不 力 s 即 Qn, BC 有 9, 这 就 证 明了 E( 名 是 开 集 所 以 E( DCR 是 可 测 集 , 故 
不力 是 可 测 函 数 . 

例 1.4.5 设 ( 汪 1, 2,…， 是 N 个 可 测 集 , 且 EE 互 不 相交 ,EU 羽 , /是 定 
义 于 玉 上 , 且 在 上 分 别 取 值 为 C( 三 1, 2,…，N) 的 函数 ( 称 为 简单 务 数 或 阶梯 函数 )， 
则 力 是 可 测 函 数 . 

证 YAER, 集 

Bo={z| AD>0 7x€EB 
或 是 空 集 , 或 是 有 限 个 巨 之 并 集 , 故 及 9 可 测 ， 从 而 上 力 是 可 测 函 数 . 
例 1.4.6 狄 立 克 雷 (Dirichlet) 函数 DX 力 是 可 测 函 数 , 其 中 


1 Zz 为 [0, 1] 中 的 有 理 数 
0 ”xz 为 [0, 1] 中 的 无 理 数 
证 当 镍 1 时 , B99={ dD D>0, x€E[0, 1])=2; 
当 0 夺 ol1 时 ,及 9=! z| DD Dm x 把 [0, 1])=( x x 为 [0, 1] 中 的 有 理 数 ) 为 可 测 
集 ; 
当 o<0 时 ,Fl 9=! z| DD>o 捷 [0, 1])==[0, 1 为 可 测 集 . 
所 以 区 力 是 可 测 函 数 . 
2. 可 测 函 数 的 性 质 
定理 1.4.6( 可 测 集 的 运算 ) 设 i 力 是 可 测 集 EE 上 的 可 测 函 数 , 则 Y oE R', 集 
Br AD>0, Rr fiD<o 
Fr AD=0, Rr|a< 刀刃 反思 


DD= 


都 是 可 测 集 . 
证 由 集合 的 运算 性 质 , 易 知 上 述 点 集 可 分 别 改写 为 


Bz] 7 了 二 9 = 赂 是 zl 大 了 > oo 二 | 


Rr ADS<H=E-Rr| 及 力 二 四 
Fr AD=0= Rr AD>0—Rz| AD>9 
Frla< ADSD=Rr| D>0N Rr AD<D 
再 应 用 可 测 集 的 运算 性 质 便 得 结论 . U 
关于 可 测 函 数 的 运算 , 我 们 有 以 下 定理 . 
定理 1.4.7( 可 测 函 数 的 运算 ) 设 有力 ，a( 力 都 是 可 测 集 上 的 可 测 函 数 , 则 函数 : 
kA KERD): f+ gs 1 用 KoER DO f° gs fi g( gE0: max( fe BD, min( f, BD 都 是 E 上 的 
可 测 函 数 . 
证 仅 证 /一 11"( ER ) 是 可 测 函 数 , 其 它 结 论 留 给 读者 自己 证 明 . 
Yo0 
RrlfAn—-AD>0=Rr| RD> AD+0 
=U[Rz| AD> NNRr|IADT rn— 09] 
其 中 是 满足 大 忆 二 rn 全 区 忆 十 o 的 一 切 有 理 数 ( 由 有 理 数 稠密 , 这样 的 有 理 数 必 存 在 ). 
由 定理 1.4.6 及 定理 1.4.4 知 | z| 天 如 一 扩 妖 二 wx zxE 加 是 可 测 集 ， 从 而 /一 g 是 可 测 
函数 . 
因为 Y 0， 


IE os0 
下 zl| AD|'>9= 
1 及 zll RDI>0) o>0 


均 为 可 测 集 ， 所 以 | 媳 " 是 可 测 函 数 . U 
由 可 测 函 数 的 定义 ,容易 看 出 : 改变 函数 在 某 个 零 测 集 上 的 值 对 函数 的 可 测 性 不 会 产 
生 影响 , 这 样 , 常常 引用 “ 儿 乎 处 处 "的 概念 . 设 太 刁 是 一 个 与 zx 有 关 的 数学 命题 ， 如 果 它 
在 点 集 E 上 不 成 立 的 点 的 全 体 是 一 个 零 测 集 ,就 称 命题 jv 力 在 E 上 几乎 处 处 成 立 , 常用 
ae 表示 . 
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例 1.4.7 和 狭 立 克 雷 (Dirichleb) 函数 区 了 在 E=[0, 1] 上 几乎 处 处 为 零 , 即 D( 忆 =0， 
ae 于 五 
例 1.4.8 设 
AD=tanz 
EE Z 为 有 理 数 
a (ee 过 :为 无 理 数 
则 天 忆 几 乎 处 处 等 于 区 如, 记 为 A DD= DD, ae 于 (一 ,50)。 
例 1.4.9 讽 中 是 全 体 有 理 数 的 一 个 排列 , 令 
总 访 三 1 了 sm ev 而 
0 zr 
则 lim f( 力 三 0, ae 于 (一 =， 十 c=)， 即 f.( 已 儿 乎 处 处 收敛 于 Dirichlet 函数 Dl 忆 ， 
定理 1.4.8 设 矿 力 是 可 测 集 上 的 可 测 函 数 , 且 以 刁 三 玉 站 ,ae 于 及 则 区 刀 
也 是 下 上 的 可 测 函 数 . 
证 YER' ,点 集 及 |& 力 二 多 可 改写 为 
[Ez AD> HN Rr aAD= RDUIRz AD> DN Rr AD RD) 
由 于 及 zz f( 力 隆 A 力 ) 是 零 测 集 , 故 | g( 力 二 B11 及 dfD 隆 gg( 力 ) 也 是 零 测 集 , 又 
成 才 厌 妨 = 以 忆 )= 有 -及 才 厌 妃 关 区 姻 ) 是 可 测 集 , 由 定理 1.4.2 知 成 才 碎 忆 二 四 可 
测 , 即 g( 办 是 下 上 的 可 测 函 数 . U 
3 可 测 函 数列 的 极限 
关于 函数 列 的 收敛 概念 , 已 见 过 三 种 : 
《1){f 六 ( 习 } 在 E 上 逐 点 收 钱 于 1( 习 , 是 指 : Y a>0, 对 zxE E, 3NN 与 s、 与 z 都 
有 关 ), 当 这 N 时 有 | f.( 力 一 RD| 二 5 记 为 
fHD>AD nm 
《2){ 大 ( 习 } 在 巨 上 一 致 收 敏 于 /( 刘 , 是 指 : Y o>0, 3 N( N 仅 与 有关, 与 x 无 
关 ), 当 他 和 时, 对 每 一 x EE 都 有 | f.( 力 一 D1 二 5, 记 为 
f(DFRD n> 
一 致 收敛 的 几何 解释 : 在 几何 上 ,1 /.( 轧 ) 在 La, 且 上 一 致 收 化 于 A 力 表示 , 当 号 NN 
时 ，J.( 办 的 图 形 在 曲线 灰 力 的 < 分 域内 ,如 图 1 - 2 所 示 . 
《3){ 刀 ( 习 } 在 E 上 几乎 处 处 收敛 于 (对 , 是 指 : 3 ECE mE)=0, 且 天 下 在 
E- 忆 上), 记 为 一 六 ae 于 下 
把 以 上 三 种 函数 列 收敛 概念 按 * 强 "到 * 弱 "排序 , 它们 之 间 有 以 下 的 萄 含 关 系 ， 即 (2) 
一 (1) 一 (3). 
下 面 再 给 出 更 弱 的 收 僵 概 念 ， 称 之 为 以 测度 收敛 . 
定义 1.4.9( 依 测度 收敛 ) ” 设 | f/.( 如 ) 是 可 测 集 E 上 的 一 列 可 测 函 数 , 如 果 有 函数 
不 力 , 满足 : Y 0， 
limmRBzl|l f(D— AD|> 0)=0 


称 函 数列 ! .( 忆 } 依 测度 收 伍 于 A 已， 记 为 二天 
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可 以 证 明 : 车 mx 已 


于 已 则 />/ | 

注 1.4.6 定义 1.4.9 中 并 设 有 假定 / 别 eg 六 | 
EE 上 的 可 测 函 数 。 只 是 假定 1 /一 | 是 E 上 的 a | 
可 测 函 数 ， | 区 | 

关于 可 测 函 数列 的 极限 , 有 以 下 几 个 定 se a | 
(限于 篇 幅 . 证 明 咯 去 ). 法 

定理 1.4.9 设 作 DD. 7 轨 ) 是 可 济 仙 让 We | 
EE 上 的 函数 及 可 油 丽 数列 ,如 果 | /i( 力 ) 在 下 过 | 
上 逐 点 收 伍 于 /也 ， 则 太 力 在 E 上 可 测 ，L Pr 


定理 1.4.10 设 扩 办,( /MX 力 ) 是 可 测 集 
E 上 的 函数 及 可 测 函 数列 , 如 轴 (办 ) 在 已 上 几乎 处 处 收敛 于 凡 为 , 则 人 起 是 上 的 


可 测 隙 数 ， U 
定理 1.#4.11 如 果 ( f.( 力 ) 在 下 上 依 测 度 收 敏 于 所 力 , 则 存在 子 列 及 ( 力 ) 儿 乎 处 处 
收敛 于 丈 卫 . U 


注 1.4.7 由 定理 1.4.11 及 定理 1.4.10 可 得 元 必 也 可 测 . 

注 1.4.8 ”对 于 连续 函数 类 (如 ([ w 侣 )， 其 四 则 运算 是 封闭 的 ， 但 极限 运算 是 不 封闭 
的 (如 逐 点 收 伍 ) 对 于 可 测 函 数 类 就 有 明显 的 优势 ， 它 不 仅 对 四 则 运算 封闭 , 而 且 对 极限 
运算 (如 逐 点 收 和 伍 , 几乎 处 处 收敛 , 依 测度 收敛) 也 是 封闭 的 , 这 就 为 积分 的 极限 定理 英 定 
了 理论 基础 

#4 可 测 生 数 的 结构 

对 于 复杂 的 函数 ,如 果 能 用 简单 的 函数 来 " 通 近 ”, 则 对 进一步 了 解 其 性 质 很 有 帮助 . 
最 常见 的 简单 函数 有 阶梯 函数 、 连 续 孙 数 等 这 蛙 我 们 可 用 阶梯 函数 ( 例 1.4.5 中 的 函数 )、 
连续 函数 来 揭示 可 测 函 数 的 构造 

定理 1.4.12( 可 测 的 充 要 条 件 ) “ff 力 是 可 淹 集 EE 上 的 可 测 丙 数 守 过 A 办 可 以 表示 为 
阶梯 冰 数 列 的 极限 . 

证 明 赂 ， 山 

定理 14. 13( 和 鲁 金 ，Jlysmm) 设 f(D 是 闭 区 间 [ ww 可 上 的 可 测 函 数 , 则 Y < 一 0 
[a, 向 上 的 连续 消 数 以 办 ,满足 : 

mBz| ADA AD) TE 

证 明 赂 . U 

定理 1.4.13 说 明 [ 4, 人 急 上 的 可 测 函 数 灰 如 与 连续 函数 的 "差别 "很 小 ， 瓦 如 仅 在 
[a 说 的 测度 很 小 的 子 集 ( 不 是 零 测 集 ) 上 不 连续 外 ,在 其 它 点 处 均 连续 . 


1.5 勒 贝 格 积分 


在 微 积分 中 建立 的 积分 ， 称 为 黎 曙 (Riemann) 积 分 . 这 种 积分 对 微 积分 的 建立 和 发 展 
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起 了 无 可 代替 的 作用 , 解决 了 科学 技术 领域 许多 实际 问题 和 理论 问题 . 但 是 随 着 科学 技 
术 的 不 断 发 展 , 它 的 局 限 性 越 来 越 明 显 , 主要 表现 在 以 下 两 个 方面 ; 

(1) 黎 曼 积分 对 被 积 函数 及 积分 域 要 求 过 于 严格 .也 就 是 说 , 只 有 函数 具有 *“ 较 好 连续 
性 "时 ， 即 要 求 函 数 “ 几 乎 处 处 连续 "时 , 黎 曼 积分 才 存 在 . 这样 像 [90.1] 上 的 狄 立 克 雷 函数 
ZX 忆 就 被 排斥 在 歼 曼 可 积 函 数 类 之 外 : 这 种 积分 要 求 积分 域 为 区 间 , 而 对 一 般 点 集 BR' 
上 的 积分 无 法 定义 

《2) 黎 曙 积分 在 理论 上 存在 着 某 些 贡 病 . 例如 ,可 积 函 数列 的 极限 函数 ( 逐 点 收敛 ) 未 
必 可 积 ; 极限 运算 与 积分 运算 只 有 在 很 强 的 条 件 ( 如 函数 列 一 致 收敛, 级 数 一 致 收敛 ) 之 下 
才能 交换 次 序 , 黎 曙 可 积 函 数 类 以 某 些 条 件 构成 的 空间 不 具有 完备 性 等 ， 这 些 胰 病 使 它 的 
应 用 范围 受到 限制 . 

为 了 克服 以 上 的 局 限 性 , 法国 数学 家 勒 贝 格 于 1902 年 建立 了 一 套 新 的 ( 勒 贝 赂 ) 积 分 
理论 . 这 种 积分 , 对 函数 的 限制 较 少 , 适用 范围 更 大 , 应 用 更 灵活 ， 是 对 化 曼 积分 的 一 种 改 
进 . 这 节 我 们 简要 地 介绍 勒 贝 格 积分 的 基本 内 容 . 


1.5.1 勒 贝 格 积分 的 定义 与 性 质 


1. 测度 有 限 集 上 有 界 函 数 的 勒 贝 格 积分 
定义 1.5.1( 勒 贝 格 积分 】 设 下 及 二 十 号 ， 天 如 是 下 上 的 有 界 可 测 函 数 ，A<= 天 如 
志 及 对 区 间 [A， 同 取 任 一 分 割 ， 
a: y<y<"<y=B 


令 儿 人 D 二 max( yy 一 1), 忆 二 及 yi! 生 太 力 三 y). 任 取 5E[y-1， J, 作 和 式 ， 
dD = > Em E) (1.5-D 


如 果 当 X 心 0 时 ，d 夕 的 极限 存在 , 且 该 极限 值 与 [A， 且 的 分 割 及 5 的 选取 无 关 , 则 称 
儿 习 在 E 上 是 勒 贝 格 可 积 的 , 并 称 此 极限 值 为 A 思 在 E 上 的 勒 贝 格 积分 (简称 为 了 上 积 


分 ), 记 为 ( D| Dd 


CD| A dz= im (1.5-2) 


为 了 研究 勒 贝 格 积分 的 存在 性 , 先 介绍 大 和 与 小 和 . 设 A 力 是 可 测 集 RR mt E) 一 

to) 上 的 可 测 函 数 . 作 和 式 : 
SMD= PumE), KD= 2 mE) 

分 别称 SA，x《 人 为 瓦 忆 在 已 上 的 勒 贝 格 大 和 与 小 和 . 容易 看 出 有 如 下 的 性 质 , 

(1) 对 于 任何 分 割 4 有 : xxws<Sa)， 

(2) 如 果 4 是 4 的 "加 细 " 分 割 ( 即 4 是 4 增加 分 点 而 成 的 )， 则 

44D, INE<ID 

即 当 分 点 加 细 时 ， 大 和 不 增 , 小 和 不 减 ; 

《3) 对 任何 的 两 个 分 割 A、A,， 有 

4M) SA) 
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从 上 述 性 质 可 知 , 数 集 《4)14 是 任 一 分 割 } 上 方 有 界 ; { SA)14 是 任 一 分 割 } 下 
方 有 界 , 由 此 可 得 : supl YA ), inf SA)) 都 存在 , 记 
] D dz 一 sup {0D), | AD dzr= inf SA} 
并 分 别称 为 A 轧 在 下 上 的 下 积分 与 上 积分 . 显然 有 


] D dz | ,A Ddr 


定理 1.5.1( 工 积分 的 存在 定理 ) 车 以 局 二 十 一 ， 拟 杂 是 下 上 的 可 测 函 数 , 则 AD 
在 E 上 工 可 积 , 且 有 
CD fn dz=| f(D dz=] ADdr 
BB Le 
证 Y xE EE 有 ASfD< B, 对 [A,， 财 的 任 一 分 割 4 恒 有 
xD<| fn dz<]， RDdr< dy 
由 
BEADESD 
因为 光 沪 =max( 4 一 3.1), 所 以 


0 过 SU 一 《= yy ) mE) 
| 
SAMDI ME) = XDMAD 
| 
因此 
oS |] ,克也 dz 一 上 AD dz XDm BE 


当 名 ”0 时, 显然 有 


j Kadz= A Ddr (1.5—3) 
记 
」 7 dz= | KaDdz= 1 
由 
1 四 一 由 过 Sd— (DADmD 
可 得 


Jim,xa = I= | ,AD dz=| f(D dr 全] 


由 定理 1.5.1 知 Dirichlet 函数 _D( 办 在 [0, 1] 上 是 上 可 积 的 , 而 ZX D 在 [0, 1] 上 是 R 
不 可 积 的 . 
注 1.5.1 由 定理 1.5.1 的 证 明 不 难看 出 : 证 明 可 测 函数 及 力 在 E 上 可 积 的 关键 在 于 
证 明 等 式 (1. 5 -3). 因此 (1.5-3) 式 是 A 力 在 E 上 工 可 积 的 等 价 条 件 . 正 因 如 此 , 有 的 书 
上 正 是 应 用 等 式 (1. 5 -3) 作 上 可 积 的 定义 ,不 难得 到 下 面 推论 . 
推论 1.5.1 如 果 矿 力 在 E=[a, 站 上 R 可 积 , 则 F( 力 在 La, 如 上 必 了 可 积 ， 并 有 
DJ A Ddr= RB] adr (1.5-4) 


24 


这 里 人 局 | A 加 dz 表示 乒 忆 在 [ae 同上 的 Riemann 积分 . 


下 面 介 绍 勒 贝 格 积分 的 性 质 . 这 里 总 假定 mx 局 二 十 >， 碎 力 ，&( 力 是 下 上 的 可 测 
函数 . 
性 质 1( 线 性 性 质 ) 设 w IER，, 则 


CD| Left D+ pe( DJdr= dD| AD drt MD| FD dz (1.5—6) 


性 质 2( 有 限 可 加 性 ) 设 E 2， 且 ， 尼 ,，…， 开 ,是 可 测 集 , 且 ENEE== 名 ， 闻 记 
则 


DJ RAD d= YD] ADdr (1.5-7) 
了 | 


性 质 3 若 忆 且 =0， 则 (| .大 D dr=0. 
性 质 4( 不 等 式 性 质 ) 若 二 AD 三 bh 则 


ad 回去 (四 | D dre mB (1.5-8) 
性 质 5( 不 等 式 性 质 ) 若 AD 三 A Daue 于 已 则 

DA D dz 大 (D| aD dz (1.5—9) 
性 质 6 若 AD=&D,a.e 于 EE 则 

CD] .AD dr=(D| aD dz (1.5—10) 


证 仅 证 性 质 4 及 性 质 5. 先 证 性 质 4. Y e>0, 有 
a—e< AD<bte 
对 ( a 6 5 十 9 的 任意 分 割 4 
Aa-e= <A<"<y=bte 
(a omMDBDE > Sm 局) 过 (0 十 日 以 加 
名 
令 MW-0, 有 
(aomMBeD| ADdrs bt mB 
再 令 es~0, 便 得 不 等 式 (1.5 - 8). 
再 证 性 质 5. 记 从 力 三 多 力 一 五 力 , 则 术 力 宇 0, a.e 于 玉 由 了 积分 的 可 加 性 有 
(DAD dz= (DD] 


,MD drt D], ,MDdr 


LEVEE aN Dn 


由 性 质 3 可 知 ( 忆 |。，， ,MD dr=0, 再 由 性 质 4 知 , (DD| ,以 dz 演 0. 应 用 


性 质 1 便 得 不 等 式 (1. 5 9) 成立. U 
例 1.5.1 由 于 Dirichlet 函数 D( 办 在 [0，1] 上 几乎 处 处 为 零 , 根据 性 质 6 可 知 


(DD PD dz 一 0 


前 面 已 经 指出 ，D( 忆 不 是 Riemann 可 积 函数 , 而 区 力 是 Lebesgue 可 积 函 数 , 这 说 明 
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至 少 有 一 个 函数 是 上 可 积 而 不 是 R 可 积 的 . 由 性 质 1, 任何 RR 可 积 函 数 与 D( 办 之 和 是 上 
可 积 而 非 R 可 积 ( 因 RR 可 积 必 上 可 积 ). 由 此 可 见 ,上 可 积 函 数 类 较 R 可 积 函 数 类 广泛 
得 多 . 

2. 无 界 函 数 及 测度 无 限 集 上 的 勒 贝 格 积分 

首先 考虑 mf 忆 二 十 中，f( 力 在 EE 上 无 界 可 测 的 情况 . 

对 于 任何 函数 用 力 ,总 可 以 写成 两 个 非 负 函数 之 差 : 

fAD=f (Df (DD 

其 中 


f(D= 人 


f(D= 昌 
一 DD 当 AD<=0 时 


分 别称 了 (办 ， 广 ( 力 是 A 力 的 正 部 和 负 部 . 
设 及 如 是 及 mr 轧 二 十 >) 上 的 非 负 可 测 函 数 , 作 函 数 
n 当 fAD 二 时 
AD 当 有 DS n 时 
则 [A 四 ] ,是 一 列 非 负 有 界 可 测 函 数 , 并 且 有 
[LAD ELAD] 


称 [ 丸 2] 为 7 避 的 第 n 截 断 函 数 ， 对 于 每 一 个 m (DD] ,LA DJ], dz 都 存在 , 且 


[Aa | 


[RD 


(6D] ,CA DJ.dz] 是 一 单 增 数 列 . 
《1) 如 果 极限 lim( | [天 习 .dz< 十 =， 称 所 力 在 E 上 勒 贝 格 可 积 , 并 规定 


(D] .AD dz= lim(D| LAD].dz (1.5-11) 


《2) 如 果 极 限 lim( D| ,LA DJ.dzr= ++, 则 称 A 力 在 下 上 有 积分 . 


对 于 及 mf 忆 二 十 >) 上 一 般 的 无 界 可 测 函 数 A 轨 , 定义 灭 忆 在 下 上 的 勒 贝 格 积分 
为 


DA D dr= DJF (D dz 一 (四 | (Ddr (1.5-12) 


(3) 当 (1.5 -12) 式 右边 两 积分 都 为 有 限 数 时 , 称 几 习 在 E 上 勒 贝 格 可 积 ; 当 一 个 积 
分 有 限 , 而 另 一 个 为 无 限时 , 称 几 (如 在 E 上 有 积分 ; 当 两 个 积分 均 无 限时 , 称 积分 无 
意义 . 

其 次 考虑 测度 无 限 集 上 的 勒 贝 格 积分 

记 ED=[ 一 » 可 [1E, 则 

RDC AR)C"C RC 

设 玉 力 是 EE 上 的 非 负 无 界 的 可 测 函 数 , 作 函 数 
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0 ER 
[RD].=4n ZE ENE fAD>n 
RD xz€E RDE ADSn 
则 [CR 四 ], 在 (一 呈 , 十 =) 上 有 定义 , 单调 增 ， 且 有 
1RD ze 下 
tn[R 2].= | 2 


CR 了 ], 在 ED 上 上 可 积 , || 。, [RD]。dz| 是 单 增 数列 . 


(4) 如 果 lim(D]| ss[R Dj,dz< 十 > 称 非 负 可 测 函数 玉 避 在 E 上 工 可 积 , 并 规 


定 
CD] FD dr= lim(D],, [LR Dl.dr (1.5-13) 
av 
设 信 力 是 可 测 集 E( 测 度 可 以 为 无 穷 ) 上 的 可 测 函 数 (可 以 无 界 ), 作 f( 避 的 延 拓 
RR 力 , 其 定义 为 
_/AD zeEE 
人 必 zE 五 
则 甩 忆 在 (一 c=, 十 cc) 上 有 定义 , 令 
RD=F(D—F(» 
定义 1.5.2( 工 积分 】 如果 (办 ，F ( 必 都 在 EE 上 可 积 , 即 
lim(D|, ,LF (DJ.dx lim(D)], ,LF (DJ.dzx (1.5-14) 
都 为 有 限 数 , 称 几 习 在 E 上 上 可 积 , 并 规定 
(DCDdz= lim(D ,LF (Dl,dr lim(D|, ,LF (3],dz 
(1.5—15) 
如 果 (1.5 -14) 式 中 一 个 有 限 , 另 一 个 无 限 , 称 /( 寺 在 E 上 有 积分 ; 当 两 个 极限 均 无 限时 ， 
称 积分 无 意义 . 
定理 1.5.2( 绝 对 可 积 性 ) 设 ECR 可 测 (可 以 以 辐 = 十 c=)， 斥 忆 是 EE 上 的 可 测 函 
数 ( 可 以 是 无 界 函 数 ), 则 无 忆 在 E 上 上 可 积 守 | RD| 在 EE 上 上 可 积 , 且 有 


[ojns dz 


SD AD dz (1.5—16) 


证 一 车 所 DL 可 积 , 则 | f(D dr<t, | ,f(D dr<+m. 由 于 | f(D|= 
(D+ 站 ( 力 , 故 
(DD) .1 AD1dr= Df (D dzt(D|f ( 态 dz 一 十 cc 


即 | 环 如 | 在 E 上 上 可 积 . 
二 设 | 所 如 | 在 下 上 了 可 积 , 则 由 0 三 (DI RD1,0f(D|IAD| 易 知 ， 
VY xzE 有 风 及 , 有 
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[ 产 (a3] 去 [| RDI [三 (23] 去 [| FD) 
由 (1.5 - 13) 式 可 得 


DF CBdzrs DAD dr<t+™ 


Df (D dz<(D]| el DI dr<+™ 
从 而 
CD] .AD dz= Dr (2D dz 一 (加 | .7 (D dz 一 十 ce 
故 太 力 在 E 上 工 可 积 . 
‘Dla dz 


= | EE EE 
Dr (DD) drt (Df (Ddr 


=(D], I ADIdz 


即 不 等 式 (1. 5 -16) 成 立 . U 

定理 1.5. 3( 绝 对 连续 性 ) 设 ECR 可 测 ，f( 力 是 EE 上 的 可 积 函 数 , 则 Y >0， 
36>0, 对 忆 ECE, mEE)<6 时 ,有 

[oj nad (1.5—17) 

证 根据 定理 1.5.2 知 | f( 办 | 在 上 上 可 积 .再 由 (1.5-13) 式 可 知 , Y >0,3 Ni, 使 


CD ADldz 一 CD [IAD Ds dz< 译 


由 于 
(DEL RD I dzs (DL AD I dz 


CDJ AL RADI-L AD I dz<# 
取 全 zi， 当 md 巨 ) 二 6 时 , 再 由 (1.5 - 16) 式 得 


| DD], RAD dz 


SD, | ADIdr 
(DU RD)—L| KD IJ) drt ‘Dj, [I FADDs dz 
SD ADI-LT RADI) drt Ne mE) 


= 二 srN = U 
这 个 定理 的 结论 称 为 积分 的 绝对 连续 性 , 即 可 积 函 数 在 可 测 集 的 充分 小 的 子 集合 上 工 
积分 值 可 以 任意 小 , 它 反 映 了 上 积分 值 与 积分 域 之 间 的 一 种 依赖 关系 . 
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1.5.2 积分 的 极限 定理 


前 面 已 经 指出 , 对 于 Riemann 积分 , 在 积分 号 下 取 极限 ， 对 函数 列 的 要 求 很 强 ( 一 致 
收敛 ) 而 对 于 Lebesgue 积分 , 从 下 述 定 理 将 会 看 到 , 在 处 理 积分 与 极限 交换 顺序 时 ， 所 
加 的 条 件 比 R 积 分 要 弱 的 多 , 因此 了 上 积分 较 R 积分 适用 范围 广 , 处 理 问 题 灵活 方便 . 

定理 1.5.4( 控 制 收敛 定理 ) 设 局 二 十 ,人 1 f.( 力 ) 是 可 测 集 上 的 一 列 可 测 函 
数 , 满足 : 

(CD limf(D=AD, ueF bE 

《2) 存在 E 上 的 上 可 积 函 数 F(D, 在 下 上 ,有 

If(DISRD neFE 
则 不 轧 在 E 上 工 可 积 , 并 且 


DAD dr= lim(D| f(D dr (1.5-18) 


证 先 证 用 在 E 上 工 可 积 . 由 | f.( DRD, ae 于 EE 则 | ADISRD,ae 
于 尼 故 对 zxE 戊 力 =[ 一 m 可 11E, 有 
[| RD1].<[R 2D]. N= 3 2 3." 
由 于 人 RD 在 E 上 工 可 积 , 由 (1.5 -13) 式 所 得 


‘DD], | AD | dz= lim( D], [| KD |].dz 委 lim( D|, ,LR Ddz 


=(D|,F(D dz< 十 < 


即 | 天 刀 | 在 下 上 了 可 积 , 从 而 太 办 在 下 上 了 可 积 . 
再 证 等 式 (1.5 - 18), 由 了 积分 的 绝对 连续 性 ，Y 0, 3 和 0, 当 ECE, mE)<6 
时 , 有 


| RD qq|< 于 


对 ?md 回 二 二 的 大 0, 令 
已 (太一 及 zl| f(D— ADI>D 
瓦 (太一 成 zl| 无 ( 刀 一 大刀 | 一 六 


由 于 lim 产 ( 忆 三 天 了 ,ae 于 已 可 得 无 ( 忆 依 测度 收 和 剑 于 所 忆 (7 一 用 . 因此 ,存在 自然 
数 N, 当 过 N 时 ,， 有 ml E.( 巷 ) 二 6 从 而 有 


| 2],, Ra d= 5 


‘D] 11(D— KAD drs(D) 1 天 (也 1dz+(CD| |IfAD| dz 
本 本 9 Ey 
二 2D] ,RD dr< 季 (1.5—19) 
EE 2 
CD] Es fAD- RDI dz< mi EC WD) 
(DD 


29 


三 (月 二 主 (1.5 一 20) 
所 以 当 吃 N 时 , 结合 (1.5 -19)、(1.5 - 20) 式 有 
[a] ETE EZE 
E E 


六 CD. f(D— ADIdr 


已 


=D],, IHD- ADI dt DD $1 DT ROT 


站 
< 各 + 去 = 


lim] f(D dr= | ,f(D dz wl 


注 1.5.2 应 用 控制 收敛 定理 可 以 证 明 ( 略 ): 有 界 函 数 _( 如 在 闭 区 间 [ a, 品 上 R 可 积 
< 一 AD 在 [ a, 急 上 几乎 处 处 连续 . 

作为 控制 收敛 定理 的 一 个 应 用 , 用 它 可 以 推出 参 变量 积分 的 连续 定理 . 

定理 1.5.5 设 Az, 0 在 矩形 (mm D1 到 bo 本 内 有 定义 , 如 果 Y 1E[a, 辣 ， 
矿 z D 关 于 z 在 [ w 如 上 上 了 可 积 , 且 满 足 : 

(1) 当 ft 时 ,Rw 站 在 [ea 名 上 几乎 处 处 收敛 于 Ax 六， 

《2) 存在 [ a, 铝 上 的 了 可 积 函 数 F( 力 ,使 得 | A 0 过 开 站 ,ae 于 已 则 Y 丰 ae 辣 ， 
积分 

kD =] A moOdr 


存在 , 且 是 ! 的 连续 函数 

证 YiE[a 辣 , 由 RD 在 [a 有 上 工 可 积 , 故 所 也 对 z 勒 贝 格 可 积 , 因而 天 六 
存在 . 下 证 : 1 是 :的 连续 函数 . 设 hE[a 同 , 任 取 [ om 同 中 一 数 到 4.) ，4 一 +, 作 函 数 
列 有 xz， )}，R 力作 为 控制 函数 , 由 控制 收敛 定理 知 


limkKO= lmD] An dr 
= (CD [im 天 五 5)] dz 


= <D| za) dr 
= Ke) 
即 4E[a 问 是 的 连续 点 . 由 于 EL a 问 任 意 , 因此 KD 是 [ w 问 上 的 连续 函数 ， 册 | 


定理 1.5.6( 法 都 (Fatou) 引 理 ) 设 | f,( 办 ) 是 可 测 集 EE 上 的 一 列 非 负 可 测 函 数 , 且 有 
limf(D= KD, ae 于 E, 则 有 


‘D] f(D dz sup| CD] Ddd| (1.5—21) 
证 略 . U 
推论 1.5.2 在 定理 1. 5. 6 的 条 件 下 , 再 加 上 条 件 lim(D| ,7 必 dz 有 限 , 则 有 
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(Fa dzslim(D| f(D dr (1.5 一 22) 


CD] Dim DJ dzs lim(DD| ,f(D dr (1.5—23) 


定理 1.5.7( 勒 维 (Levi) 引 理 ) 设 
f(D DE"SE fADE" 
是 定义 在 可 测 集 EE 上 的 一 列 非 负 可 测 函 数 , 且 
lImf(D= RD ueFE 


则 
CD] A D dr= lim( D] 记 Ddr 《1.5 一 24) 

或 
(DD] Dim Ddr= lim(D| f(D dz (1.5- 25) 


证 由 非 负 可 测 函 数列 的 极限 是 非 负 可 测 函 数 ， 可 知 ] f( 忆 dr 有 意义 (f 在 E 上 有 
积分 ). 由 矿 ( 习 扫 下 力 知 
(Dj (四 dz 天 (DD| ,有 Ddr (1.5 一 26) 
又 因 
(DA D dr CD| LAD dz … 扩 (人 Df D dr 


是 单调 增加 数列 , 故 lim| sf 力 dz 收 合 于 有 限 数 a, 或 发 散 到 十 一 
当 lim( D| A 力 dz= 十 ce 时 ,由 (1.5 -26) 式 有 (D| ,A D dr=+ 
当 lim(D| f(D dr= a< 十 时, 由 (1.5 -26) 式 及 (1.5 -22) 式 有 
CD] fA D dre CD] A Ddr 
< lim( D| ,fi Ddr= a 
令 sw, 有 
lim( | f(D dzr= (DA Ddr Ei 
推论 1.5.3 设 E 可 测 , A D = pa (Dae 于 忆 且 必 ( 忆 在 下 上 非 负 可 测 , 则 逐 
项 积分 公式 成 立 , 即 
(DA D dr= DJL» ul DJ] dz 一 SD uD dz (1.5-27) 


证 令 f(D= 饭 w( 力 ， 应 用 定理 1. 5. 7 便 得 结论 . U 


全 
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在 以 下 例 中 , 如 果 没 有 特别 说 明 , 积分 均 指 勒 贝 格 积分 . 
例 1.5.2 求 (及 |, 2 dz 


分 析 若 用 Riemann 积分 理论 来 解 , 应 先 将 被 积 函 数 展开 成 寡 级 数 , 当 0 二 xz<1 时 ， 


"1 
i a (1.5—28) 


再 验证 级 数 (1. 5 -28) 在 [0, 1] 上 的 一 致 收 全 性 , 显然 非 一 致 收 化 (在 z=1 点 不 收敛 )， 这 
样 对 尺 积 分 不 能 逐 项 积分 . 下 面 可 应 用 Lebesgue 积分 理论 来 求解. 
解 当 zE(0, 1 时, (1.5 一 28) 式 成 立 . 


(RB] ma 之 dz=-(R| 局 


| 
一 一 
所 4z= (CD 


因为 we( 习 三 一 在 [0， 1 上 非 负 可 测 ， 由 推论 1. 5. 3 可 知 


-D2 ) d= DD) 二 dz 


例 1.5.3 求 极限 i 


1 


解 因为 lm 一 到 一- sin nr 二 0, Y x€E[0. 1], 且 
-1l+ar 
nm sn ml 
上 ti |= ri am 2 
1 
由 于 | 7 收复， 因此 下 -在 [0, 1] 上 上 了 可 积 , 由 控制 收敛 定理 , 有 
Es 
i i Eo 
lim| 2 gin nrdz=| lim — ry sin mr dx=0 
lt+tnz "lt+nz 


例 1.5.4 设 Azx DD 在 矩形 (zDD| 生 所 丘 丘 六 上 有 定义 , 且 满 足 ; 
(1) YtE[ wm 同 ， Kx, 是 [a, 全 上 的 上 可 积 函 数 ， 


(2) 3 C>0， 使 | 六/ ws ol<e Kb RRN 


证 明 
d *9 a 
ries Ddz=| Tm ddr act<p 
证 .A » ddz= im), £2- Rs gs 


因为 | 六 7 ES 中 <c 故 


Ifs tth—Ard|= [r= t 的 州 二 | hl C 


| 和 t+ 多 = fnd| ce 


lim RD An 
-一 一 一 
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3 五 起 


根据 定理 1.5.5 知 
蝇 fn D dzr= | 7 


= 上 加 Nx tt = fnDd gr 


=| Bn Ddr 


习题 一 


1. 设 ACB, 证 明 ; 

(D ADB., (BNDUA=B; 

(2 (BNUA=B, 

(3) (AU BN(BI= A ANB=2. 
2. 证 明 电 不 是 有 理 数 . 

3. 讽 却 ) 收 伊 , 证 明 ( 亏 ) 必 有 界 . 


4. 二) 是 基本 数列 , 证明 二 } 存 在 子 列 也 } 使 | zu 一 ,| 一直 人 1， 2 3, … 


5 证 明 平面 上 的 坐标 为 有 理 数 的 点 的 全 体 构成 可 列 集 - 

6. 证 明 有 理 系数 多 项 式 的 全 体 构成 可 列 集 . 

7. 证 明 单调 函数 的 不 连续 点 的 全 体 构成 可 列 集 . 

8. 车 A 是 可 列 集 , 则 由 A 的 有 限 子 集 所 组 成 的 集 是 可 列 集 . 

9， 有 理 数 集 Q 的 所 有 子 集 构成 的 集合 是 否 可 列 ? 

10. 试 作 下 列 集合 间 的 一 一 对 上 应， 

(1) (Ca, DD 与 (0, 1)， 

(2) (一 ce, 十 ce) 与 (w 念 ; 

(3) (0,1) 与 [0, 1]. 

11. 设 A 是 非 空 有 界 数 集 , 证 明 : 存在 | 区 ) 己 A, 使 xinfACorcc). 

12. 设防 是 区 间 [0, 1] 中 的 有 理 点 集 , 证 明 则 @ =[0, 1], 但 Q 没有 内 点 . 

13. 设 所 力 是 直线 R 上 的 连续 函数 ，aE R 是 任 一 常数 , 证 明 : 

《1)1 才 环 力 二 对 是 开 集 ; 

《2)1 才 拨 怀 三 台 是 闭 集 . 

14. 通常 称 集合 A 的 内 点 的 全 体 为 A 的 内 部 , 记 为 内. 试 证 ; A 是 包含 在 A 中 的 最 
大 开 集 , 而 闭 包 下 是 包含 A 的 最 小 闭 集 . 
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15. 车 对 任何 5>0，QX zx 四 中 总 有 A 与 A' 的 点 , 则 称 xz 是 A 的 边界 点 , 用 ? A 表示 
丰 的 边界 点 的 全 体 构 成 的 集合 , 证 明 : A-?A 是 开 集 , ? A 是 闭 集 . 

16. 求 区 间 [ w 全 的 边界 及 有 理 数 集 Q 的 边界 . 

17. 证 明 太 力 = 二 在 区 间 ( D(a>0) 内 一 致 连 续 ; 试问 A 力 在 (0, 1) 内 是 否 一 臻 

18. 证 明 : 如 果 矿 ( 忆 在 R 上 有 界 , 则 为 在 R 上 一 致 连 续 . 

19. 设 巨 , 玉 是 有 界 的 Lebesgue 可 测 集 ， 巨 三 及 , 试 证 

mE—E)= mE)— mE) 
20. 设 巨 , E 是 有 界 的 Lebesgue 可 测 集 , 试 证 
mEUE)= mE)+mE)— mEl[E) 

21. 证 明 函 数 及 力 在 可 测 集 EE 上 可 测 的 充分 必要 条 件 是 下 列 诸 条 件 之 一 成 立 : 

(1) 集合 及 户 9 可 测 ， 

(2) 集合 及 后 名 可 测 ; 

(3) 集合 及 f= 名 可 测 . 

22. 如 果 A 与 B 是 两 个 无 共同 点 的 可 测 集 , 则 对 任意 点 集 已 

m(EN(AU BD)=m (ENAD+m END 
m(EN(AU B= m(ENAD+m( END 

23. 设 f 是 EE 上 的 Lebesgue 可 测 函 数 , EE 是 忆 的 可 测 子 集 , 证 明 : /| s 是 E' 上 的 可 测 
函数 . 这 里 /ic 是 f 在 E' 上 的 限制 . 

24. 设 | /,) 是 可 测 集 下 上 一 列 Lebesgue 可 测 函 数 ，f> f, a.e 于 E, 证 明 f 是 E 上 的 
Lebesgue 可 测 函 数 . 

25. 设 / 达 f，g 是 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 证 明 : 所 "gf 名 

26. 证 明 可 列 个 可 测 函 数 的 上 确 界 是 可 测 函 数 . 

27. 著 f.( D>0 且 | 大 力 dz 一 0, 则 必 有 f20. 

28， 试 求 下 列 极限 : 

CD 各 | ”dm 


dt 


29. 设 EE L, f 是 EE 上 的 函数 ,车 /==0, ae 于 忆 则 7 在 已 上 可 积 且 」, 丈 忆 dz= 0. 


30. 设 mf( 肪 二 十 ,1 了 ,) 是 E 上 一 列 可 测 函 数 , 证 明 
lim], 0 < f.>0 
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第 二 章 距离 空间 


2.1 距离 空间 的 定义 及 例子 


2.1.1 距离 空间 的 定义 


在 微 积分 中 研究 了 数列 及 函数 的 极限 ,在 那里 极限 定义 的 基础 是 R' 中 的 距离 , 即 
Yt ER , 数 砂 并 罗 =| 二 称 为 R 中 两 点 二 y 之 间 的 距离 , 它 具 有 以 下 三 条 性 质 ; 

《1) 非 负 性 , 即 A ,d(x =0 = 

(2) 对 称 性 , 即 不 王 

(3) 满足 三 角 不 等 式 , 即 五 yw szER ,有 zx 93d 二 入 十 本 y 33. 

在 泛 函 分 析 中 , 需要 研究 抽象 室 间 中 * 点 列 " 及 “函数 列 "的 极限 . 因此 , 要 把 R 中 距离 
的 概念 推广 到 一 般 集合 上 去 这样 就 有 以 下 的 定义 . 

定义 2.1.1( 距 离 空 间 ) 设 X 是 某 些 元 素 组 成 的 集合 . 如 果 对 任何 z，yE X, 按照 一 
定 的 法 则 确定 一 个 非 负 实数 d( z 你 , 且 满 足 ， 

(1) 非 负 性 : dA zx， ,: 自 dx =0 二 

(2) 对 称 性 : dz = 二 dy DD; 

(3) 三 角 不 等 式 : Y zy xE X, 有 

Ri WEAnI+RsY 

满足 条 件 (1)、(2) 、(3) 的 二 元 实 函数 不 。,，)，XX X>R' 叫做 上 的 距离 ，X 称 为 距 
离 空间 , 记 为 ( X， 四, 也 简 记 为 X 通常 称 定义 中 的 条 件 (1)、(2)、(3) 为 距离 公理 . 

例 2.1.1 设 久 是 实数 (或 复数 ) 集 ，Y 五 yE X, 定义 d(x = 二 | x 一 yl 在 X 为 实数 
集 时 ，|，| 表 示 绝 对 值 ，X 是 复数 集 时 ，|。| 表 示 复 数 的 模 , 此 时 XX 构成 距离 空间 . 

例 2.1.2 设 X=R' XR'=R =| (zx, 用 | xzER ，yER'), 定义 

d(% 男 一 | 五 一 | 十 | sa—»l 

这 里 寻 (a，P)， 呈 (3，#),， 则 4 是 X 上 的 一 个 距离 . 

证 由 wx( 汪 1,2) 均 为 实数 , 则 距离 公理 (1)、(2) 容 易 验证 , 下 验证 距离 公理 
(3). Ye(a, 2)EX 

d(x 男 一 | 站 一 | 十 | a— yl 


三 | 可 一 4 十 4 一 | 十 | 西 一 入 十 入 一 站 | 
(| a al+| a0)+(| a—a lt+|l a— 21) 
= d(x D+d(o 出 
因此 ，d 是 X 上 一 个 距离 . 
35 


在 后 面 的 例 中 , 要 用 到 儿 个 重要 的 不 等 式 (证 明 赂 ). 
1) Holder 不 等 式 


Dolasis(s ol) (2 1)" (2.1-1) 
这 里 a， 和 是 实数 或 者 复数 .十 二 一 1 
《2) 设 | RD1', 1KD1' 在 E 上 上 可 积 , 则 
aagaldzs 人 aid (J, A201dd) G2.1-2) 
特别 可 得 Cauchy 不 等 式 


之 1 eol< (2a) (2 2? 


(2.1-3) 
的 va 
J KaaRD1 dz | (Dd 上.eca d 才 (2.1-4) 
2) Minkowski 不 等 式 
， ui 。 Wm 人 
Dylathl) sb1al) +(2 161) (2.1-5) 
如 各 | 


这 里 kl1，a, 是 实数 或 复数 . 

(2) th AD+AD1'dd| < (Jl AD1'dd t+), |gADI' dz 

(2.1-6) 

这 里 所 力 ，&( 力 是 EE 上 的 可 测 函 数 ，k1. 

例 2.1.3 维 实 (或 复 ) 的 欧 氏 空间 R 《或 C ) 是 " 维 向 量 的 全 体 ，Y =( 4 二， 
二 (4 ER"( 或 C") ,定义 

CE ER 

则 R"( 或 C”) 是 一 距离 空间 . 

证 要 证 A xz 满足 定义 2.1. 1 中 的 条 件 (1) 、(2)、(3), 条 件 (1)、(2) 显然 成 立 ， 
下 证 三 角 不 等 式 . 设 二 (3，xs, …，z)ER"( 或 C"), 则 

CE 


(15 一 #10] 二 [如 1 5 一 31]” (由 公式 (2.1-5)) 
=Ax D+dey 
所 以 R*( 或 C”) 是 距离 空间 . 
当 n= 二 1 时 , R* 二 RR', dd(z =| zx 一 yl; 当 n=2 时 ,RR 上 d(%»= 
一 y) 十 (a 一 %) .对 照例 2.1.2, 集合 中 的 元 素 相同 , 但 距离 不 同 , 因此 R 在 两 个 
不 同 距离 4 ，d 之 下 构成 不 同 的 距离 空间 .这 说 明 ， 在 同一 集合 可 以 定义 不 同 距离 ,使 其 
构成 不 同 的 距离 空间 . 
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例 2.1.4 空间 A( p>1), 是 所 有 户 方 可 和 的 数列 所 成 的 集合 , 即 Y 一 ( zjE 
有 pa 1 1 <+ 吕 .对 任意 一 | z)， 关 | 3%)}EV, 定义 


1 
dn y= (2 11amyl] (2.1-7) 
对 


则 是 距离 空间 . 
证 易 证 定义 2.1.1 中 条 件 (1)、(2) 成 立 .对 于 中 任意 元 素 z={ zz}，y={ »)， 
z={ z}, 有 


CE EE EE 
志 m[[ 宛 #1 十 [ 罗 1 站 ] CMinkowski 不 等 式 ) 


=[» | #1 + [2 1s) +t 
所 以 dx 有 意义 . 
区 本 3 =m| 2 一“ 


< [2 | a et a= Ki] 
<m[[2 1 ss) + 1 ] 


=(21o- 1 + 1 


dr D+dm 咏 
所 以 是 距离 空间 . 
例 2.1.5 1[ a, 可 表示 [ae 名 上 p 方 上 可 积 函 数 的 全 体 , 即 


Ua d={xd 中 区 有 1" dt 一 十 ce)} 
并 视 几乎 处 处 相等 的 函数 为 同一 函数 ， 当 二 YE 也 [a 同时 , 定义 
dn = 人 | xo)" (2.1-8) 


则 [a, 问 是 一 距离 空间 . 
证 因为 


， us 
dz »=|).1 AD— XVI dd 


<|] IAD + 0 1 上 让 “<+c 


所 以 dl( z 有 意义 dz， 为 显然 满足 定义 2.1. 1 中 的 条 件 (1)、(2), 仅 证 条 件 (3). 
VY 近 La 人情 ， 
= 人 三 


» 


dz »=|[] 1 a0- 1 


站 


， 1 
= | | 式 让 一 式 及 十 AD— XD 1 dl 


六 ||.1x2 一 EL + 人 AD— XD 1*d 


= dx D+ 
所 以 [a， 症 是 一 距离 空间 . 


2.1.2 距离 空间 中 的 极限 


定义 2. 1.2( 极 限 ) 设 (X， 小 是 一 距离 空间 , { 五) 是 X 的 一 个 点 列 ，zE XX 车 
Ye>0, 3 N 当 这 N 时 , 有 未 二 ,已 二 5 就 称 点 列 二 收敛 于 x 记 为 
lm 二 或 > 
定理 2.1.1( 极 限 的 性 质 ) 设 ( X， 小 是 距离 空间 , ! 韦 ) 是 六 的 一 个 点 列 。 
(1) 者 到 收敛, 则 其 极限 唯一 ; 
(2) 荐 五 收敛 于 w, 则 ( z) 的 任何 子 列 叉 ) 也 收 伍 于 可 
证 (1) 讽 五 } 收 剑 于 五, 又 收敛 于 yy, 那么 VY 字 0,， 3 N,N;. 
当 二 NN 时 有 
Ax, a) < 到 
当 尼 N 时 有 
dz, ») 一 二 
当 max(N，N) 时 , 有 
0 二 二 cs+ 二 <= 


由 e0 的 任意 性 知 A 及，y%)=0, 即 五 一 
(2) 讽 如 } 收 化 于 二 ,1 到) 是 { 却 ) 的 任 一 子 列 . Ye>0, 3 N, 当心 NN 时 有 
不 三， 站) 一 s 特别 地 , 由 二 二 当 友和 N 时 ,只 要 锭 有 有 天 二 磺 二 六 ,从 而 
dr me 即 rn nl kro). U 
例 2.1.6 用 (La, 问 表 示 [ ww 及 上 连续 函数 的 全 体 ，Y xz， 3E CLa, 可 ,规定 本 芭 蚊 
三 Bag1XD 一 XDl, 则 d( 是 距离 ，C[ a 可 是 一 距离 空间 。 并 且 | z} CO a, 加 ， 
Tr (DE (Dm ). 
证 验证 屎 云 为 距离 时 仅 验证 它 满足 三 角 不 等 式 . Y sE ([ a, 辣 ， 
dn y= msl AD— XD|= ms | AD— 40+ AD— XD | 
< mas | AD— AD | 十 mas | AD— XD | 
= dr +e 
故 (La, 冲 是 一 距离 空间 . 
再 证 ， Tam) DBF nD (moo). 
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实际 上 ，m 一 mecc), 即 Ye 全 0 3 N 当 n> N 时 有 
不 五 ,五 ) 一 ee Da | zu( 站 一 面 (站 | 二 


< 人 ViE[a 人 |maD 一 ai(DI<e 
> aD -mb cc) 

注 2.1.1 在 例 2.1.6 中 的 集合 Go， 名, 还 可 以 赋 于 距离 
d(x 3=) xp 一 XD1dr 


而 得 到 另 一 虑 离 空间 
例 2.1.7 设 S 表 示 一 切 数列 的 全 体 , 对 z={ z)，s=( yj ES 定义 
y= yl lo—yl 
ne 
则 S 是 距离 空间 . 
证 显然 级 数 >) 亏 下 一 之 | 收 笋 , 故 dw 忆 有 意义 , 易 知 di 满足 距离 


FIIs—y 
公理 (1) (2) ,下 证 距离 公理 (3). Y z=| z)E S 要 证 下 二 史 过 址 克己 十 丰 二 及 , 即 要 证 
,1 lm—y|l yl 1az 一 al ,1 1s 一 ?| 
HIT3 wT HITT Tt 


这 只 要 证 明 对 每 一 个 二 1, 2, 3, …, 有 


即 可 . 为 此 .考虑 函数 A(9= 二 办 fl 0=7 一 0, 故 及 DD 单调 增 , 即 当 4 一 & 时 ,有 


Py 
& 


故 
15 一 % 
T+ zy 


还 可 以 进一步 证 明 : 在 S 中 点 列 zx“ 一 2”<>( 2 ) 按 坐标 收敛 于  . 
证 设 点 列 2*={ ES, 时 1, 2.3, ES 
二 设 22 ro), 好 2 0( ro), 


n> 


No 


从 而 有 


n> oo 
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三 由 如 六 收 伊 , 吉 Ye>0, 3m 使 


再 由 对 每 个 二 1, 2, 3. …, 有 七 
N( 汪 1,2,3, ,m1), 当 坊 NN, 时 , 有 


, 故 对 i 二 1, 2,…，m 一 1， 存在 


取 N=max(N，N 


所 以 当 写 N 时 , 有 
A 2 = (+ 


于 


即 limz"= 2" 
例 2.1.8( 离 散 距离 空间 ) ”对 于 任何 非 空 集合 X, 定义 距离 如 下 ; Y 到 yE XX 
0 I=y 
1 zy 
易 证 ( z 坟 满足 定义 2. 1. 1 中 的 距离 公理 , 因此 ，( XX， 必 是 距离 空间 . 
例 2.1.2、 例 2.1.6 说 明 同 一 集合 上 可 以 定义 不 同 的 距离 ; 例 2. 1. 8 说 明 任何 非 空 集 
合 都 可 在 其 上 赋予 距离 ,使 其 成 为 距离 空间 . 


2.1.3 距离 空间 中 的 开 集 与 闭 集 


定义 2.1.3( 点 的 邻 域 ) 设 X 是 一 虐 离 空间 ，xzE X， 红 0, 称 X 的 子 集 
Ornd={Iy Mn < yEN 
是 以 z 为 中 心 , 以 8 为 半径 的 开 球 ， 称 
Ornd={Iy dn Ed yEN 
为 闭 球 , 开 球 QL zt 加 也 称 为 z 的 8 邻 域 . 
如 果 不 特别 强调 邻 域 的 半径 , 则 用 QO 力 表示 z 的 分 域 . 
设 GC X，xE G, 如 果 存在 5>0，Q( zt BCG, 称 7 为 G 的 一 个 内 点 . 
定义 2.1.4( 开 集 ) 设 久 是 距离 空间 ,GC X, 如 果 G 的 每 个 点 + 都 是 6G 的 内 点 , 称 G 
为 X 中 的 开 集 . 
定理 2.1.2( 开 集 的 性 质 ) 距离 空间 X 中 的 开 集 具 有 下 列 性 质 ; 
(1) 空 集 马 与 全 室 间 X 都 是 开 集 ， 
《2) 任意 多 个 开 集 的 并 集 是 开 集 ; 
《3) 有 限 个 开 集 的 交集 是 开 集 . 
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dz 


证 (1) 因为 空 集 名 不 含 任何 点 ,当然 它 不 含 非 内 点 的 点 , 即 它 的 每 个 点 (实际 不 仿 
有 ) 都 是 内 点 ,所 以 名 是 开 集 ; 对 于 全 空间 X, 由 z 的 每 个 人 邻 域 O( 人 都 是 X 的 子 集 ， 
故 Qs 外 己 X, 即 X 是 开 集 . 

(2) 设 GCiE 1，1 是 指标 集 ) 是 X 中 任 一 族 开 集 , 令 G=WG.,Y zxE G6, 则 3 iEl 使 
zE G 由 上 为 开 集 , 故 了 OKx 全 CG,CG, 亦 即 z 为 G 的 内 点 , 由 zx 的 任意 性 , 可 知 G 
是 开 集 . 

(3) 设 GG，…, G, 是 六 中 的 个 开 集 , 任 取 zE 目 G, 则 zxE GK 三 1, 2 六 
由 于 G 是 开 集 , 则 Ct 有 CCGCE1 2 四 取 计 min( 人 ,全 6), 则 OC 却 
人 CGE1, 2 访 , 即 O(n CNG. 由 z 的 任意 性 , 知人 G, 是 开 集 . U 

定义 2.1.5( 闭 集 ) 设 是 距离 空间 ,FX, 如 果 下 二 XX 一 F 是 开 集 , 称 下 为 X 中 
的 闭 集 . 

定理 2.1.3( 闭 集 的 性 质 ) 

(1) 空 集 名 与 全 空间 X 都 是 闭 集 ; 

(2) 任意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 ; 

(3) 有 限 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 . 

证 略 . U 

定义 2.1.6( 极 限 点 、 闭 包 ) 《1) 设 X 是 距离 室 间 ，AC X，w EX, 如 果 Y 6> 0, 在 
QL ,命中 含有 A 的 异 于 五 的 点 , 则 称 五 为 A 的 一 个 极限 点 (或 称 为 聚 点 ;，A 的 极限 点 
的 全 体 称 为 A 的 导 集 , 记 为 A'. 

《2) A 的 极限 点 的 全 体 与 A 的 并 集 , 称 为 A 的 闭 包 , 记 为 A, 即 A=A'UA 

由 定义 2.1.6 可 知 ， 五 是 A 的 极限 点 > 专 E A， 志 状 , 使 lim zt 二 

容易 得 到 以 下 的 结论 : 

(1) A 是 闭 集 (因为 ACA)， 

(2) A 是 闭 集 > A= 人 

(3) 闭 球 CX x 全 是 闭 集 . 

定义 2.1.7 设 X 是 距离 空间 ,AC X( A 坟 包 ). 

(1) xEX 称 dz 凡 二 ipfd( 入 为 了 到 点 集 4 的 距离 ; 

(2) 车 存在 6>0，w EX, 使 AC O(a, 加, 称 A 为 X 的 有 界 集 ; 称 数 d( A) 一 
supd( 为 A 的 直径 . 这 些 概念 在 以 后 的 论证 中 会 经 常用 到 . 


2.1.4 连续 映射 


定义 2.1.8( 连 续 , 一致 连 续 ) 设 ( X ，d )，( 总 ,小 ) 是 两 个 距离 空间 ，/ 是 这 两 个 空 
间 之 间 的 一 个 映射 大 为 一 各. 
(1) 五 EX 如 果 VYe>0,36>0, 当 xzE 筷 , 且 动 (z) 二 和 时 ,有 
丰 ( 不必 ,天 五) 一 5 则 称 映射 在 五 点 连续 . 若 了 在 X 的 每 一 点 都 连续 , 则 称 映射 /在 
X 上 连续 . 
(2) 如 果 Y E>0, 3620, Vz EX, 当 d(z B=6NH, 有 dd(AD, We 
41 


则 称 映射 了 在 X 上 一 致 连续 . 

由 定义 2.1.8 知 , 如 果 f 在 X 上 一 致 连续 , 则 f( 力 在 X% 上 连续 , 反之 不 真 . 

由 映射 连续 的 定义 ,容易 得 到 下 面 定理 . 

定理 2.1.4( 等 价 条 件 ) 设 总 ，X% 是 两 个 距离 空间 ， 所 着 一 号， 名, 则 以 下 三 
命题 等 价 ; 

(1) 映射 7 在 : 续 ; 

(2) Ye0, 3 ,On, HCORAs), 9: 

(3) Vi 为， 二 一石 (Comco) ,成 立 

lim fz,) = An) 

证 略 . U 

注 2.1.2 设 ( X, 小 是 距离 空间 , 对 固定 的 yE X,Y xE X df ，， 3， X=R 是 XX 
上 的 连续 函数 . 

以 下 定理 给 出 了 映射 在 X 上 连续 的 充 要 条 件 . 

定理 2.1.5( 连 续 的 充 要 条 件 ) 设 六 ,XX 是 两 个 距离 空间 ,所 是 一 号 , 则 了 在 X 
上 连续 < 一 > 古 的 任何 开 子 集 G 的 原 象 请 (O = 对 ADE G，xzE 入 ) 是 和 的 开 集 . 

证 一 设 f: 一 % 是 连续 映射 ，GC X 是 开 集 . 车 了 的 原 象 广 (GD 一 { z| f(D 
EG, zxE X)= 马 , 而 乌 是 开 集 , 得 证 ; 车 三 (GO 头马 , 则 任 取 wn EF'(@, 有 y=/ 
(加 ) EG, 因 G 是 XX 中 的 开 集 , 则 存在 二 0, 使 CQ %. 9CG 由 于 7 连续, 则 存在 入 0， 
使 V xzE 六 ,dz 三 6 时 ,有 RD Rn AOs., HCOy. OCG.i 故 
Qj, 人 HCO, 即 是 六 (的 内 点 , 由 五 的 任意 性 可 知 六 '(@ 是 X 中 的 开 集 ， 

一 如 果 太 是 一 名 ，Y GO 时 为 开 集 时 ,三 (GO 是 X 的 开 集 , 任 取 wnE X,Y 
0, 令 G=OCRa) ,日 , 则 aE 广 (9, 由 广 (@ 是 克 中 的 开 集 , 则 存在 6>0, 使 
Qn DCAF(O, Wp AO ,DCG=O Rs), 9, pf 在 w 点 连续 . 由 wEX 任 
意 , 可 知 了 在 X 上 连续 . U 

定理 2.1.5 中 的 开 集 可 以 换 成 闭 集 . 

推论 2.1.1 设 总 ,总 是 两 个 距离 室 间 ， 矿 X 一 六, 则 了 在 六 上 连续 < 中 中 的 
任何 闭 集 下 的 原 象 /( 户 是 X 中 的 闭 集 . U 


2.2 距离 空间 的 可 分 性 与 完备 性 


2.2.1 可 分 性 


定义 2.2.1( 笛 密集) 设 XX 是 距离 空间 ，A，BC X, 如 果 B 中 任何 点 z 的 任何 邻 域 
OK 售 中 都 含有 A 的 点 , 就 称 A 在 互 中 稠密 . 
由 定义 2.2. 1 容易 推 得 下 列 定理 


定理 2. 2.1( 稠密 的 等 价 条 件 ) 设 A BC X, 以 下 三 个 命题 等 价 . 
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(1) A 在 B 中 稠密 ; 


(2) AE B, 

(3) Y x€ B, 3l zx)CAh, 使 lm m= 

证 略 . U 

定理 2. 2. 2( 稠 密集 的 性 质 ) 设 A,，B, (二 X, 若 A 在 卫 中 稠密 ，B 在 C 中 稠密 , 则 A 
在 C 中 稠密 . 

证 根据 定理 2.2.1 有 ADB,，BDC, 而 巨 是 包含 也 的 最 小 闭 集 , 故 4 DC, 所 以 
A 在 C 中 筒 密 . U 


例 2.2.1 用 了 表示 多 项 式 全 体 构成 的 集合 . 则 已 在 CL ww 本 中 稠密 . 

证 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 逼 近 定 理 告诉 我 们 ，Y A DE CL a, 瘦 , 必 存 在 多 项 
式 列 P.( 力 )C P, 使 已 ( 忆 泣 凡 DOco)， 即 im 已 = 天 已 按 CLa, 司 中 的 距离 收敛 于 
办 ,再 由 定理 2.2.1 知 P 在 CT a, 司 中 稠密 . 

例 2.2.2 设 1 所 p>， 压 a, 且 表 示 [ a, 要 上 的 有 界 可 测 函数 的 全 体 , 则 瓦 w 器 在 
La, 司 中 稠密 . 

证 对 于 x DE LTa, 症 , 作 函 数列 

JAd |ADISn 
mo = | 区 六 | 二 
于 是 x(D 是 [a, 症 上 的 有 界 可 测 函 数 , 而 且 
上 IzD— Ap "dt=], js | 坏 直 1*dt 


由 于 | xDI"EL[a 司 , 由 了 积分 的 绝对 连续 性 ，Y 5>0，3 6>0, 使 当 已 CE[w 可， 
mE) 二 仁 , 有 
」 xD des 


因为 
tm 下 | rl> |, ,lA ds 上 | AD’dt 
所 以 存在 正 整数 N, 当 祝 NN 时 ，m 及 | | 二 办 ) 二 训 因而 
dn, b=],, ,IAD ldi<e 


所 以 A wr), 由 定理 2.2.1 知 及 a 司 在 LT a, 全 中 稠密 . 

例 2.2.3 设 1 所 所 十 >, 把 (La 且 视 为 La 全 的 子 空间 , 则 La 司 在 LEa 加 
中 稠密 . 

证 由 例 2.2.2 知 , 瓦 w 本 在 L'[ a 症 中 稠密 , 利用 定理 2. 2. 2 可 知 ， 只 要 证 明 按 
Le 问 中 的 距离 ，CLa, 司 在 所 a 司 中 稠密 , 即 得 CL a, 司 在 L'a, 司 中 稠密 . 

YADE Bla ,| zl 筷 KK 记 E=[a, 瘦 , Ye>0, 由 重金 定理 , 对 于 正 数 


， 
6=| 过 ， 存在 X DE CL a 回 , 使 得 
mRaAD 0)) =e 


不 妨 设 1 y1 三 K, 否则 , 把 y 换 成 连续 函数 max(min( YXD，K)， 一 KR) 即 可 , 记 
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= 有 AD 了 XD). 于 是 
| 1x0 一 XDl d= |], | AD— Xd MD) 一 电 


这 就 是 说 直到 上 二 s 由 定义 可 知 CLa, 剑 在 成 w 避 中 按 亚 [a， 名 中 的 距离 是 稠密 的 . 
定义 2.2.2( 可 分 性 ) 设 久 是 距离 空间 ，AC X, 如 果 存 在 点 列 | zj)CA, 货 韦 } 在 A 
中 稠密 , 就 称 人 是 可 分 点 集 (也 称 可 析 点 集 )， 当 X 本 身 是 可 分 点 集 时 , 称 X 是 可 分 的 距离 
空间 . 
例 2.2.4 R 是 可 分 的 距离 空间 , 这 是 因为 坐标 取 有 理 数 的 点 的 全 体 构 成 R" 的 可 列 
稠密 子 集 . 
例 2.2.5 (La 司 是 可 分 的 , 这 是 因为 多 项 式 全 体 P 在 CL w， 司 中 稠密 , 而 系数 为 有 
理 数 的 多 项 式 全 体 P 在 了 中 稠密 , PC PEO a 妥 ，P 是 可 列 集 , 故 CL a， 剑 可 分 . 
例 2.2.6 设 X=[0, 1],Y zx, syEX 定义 
0 z=y 
xn- 2) 
则 (X， 办 是 一 距离 空间 , 但 ( X， 由 是 不 可 分 的 . 
证 仅 证 (X， 内 不 可 分 . 用 反 证 法 . 如 果 ( X， 内 是 可 分 的 , 则 必 有 可 列子 集 { 工 }CX 
在 X 中 筒 密 , 又 X=[0, 由 是 不 可 列 集 , 故 习 E X, 之 关 zir1.2,3,… 取 人 村， 
则 在 C(x， 全 中 不 全 工 } 的 点 , 这 与 元) 在 X 中 稠密 相 矛 盾 . 
例 2.2.7 A( p=1) 是 可 分 的 距离 空间 . 
证 令 A={ 3=(， 2 0,0,…)，y 为 有 理 数 ，n 为 自然 数 ，yE 门 . 
显然 ， A 是 六 的 可 列子 集 对 任意 的 2=(a, 2 Et YE0, 3N, 当 
二 N 时 , 有 


31al<ie (2.2-1) 


由 于 有 理 数 集 Q 在 实数 集 R 中 稠密 , 对 每 个 x, 可 以 找 出 yEQ， 3 ye 0， 
0,…)E A, 使 得 


1 (2:2—2) 
| 
于 是 由 (2.2-1)、(2. 2 -2) 式 有 
(dr B= s+ air<e 


亦 即 A 却 二 s 说 明 A 在 /中 稠密 , 故 六 可 分 . 

例 2.2.8 ”1 人 [a, 总 是 可 分 的 距离 空间 . 

证 由 例 2.2.3 知 ，([ a, 司 按 L"[ a, 司 中 的 距离 在 红 o。 司 中 稠密 , 如果 能 够 证 明 有 
理 系数 多 项 式 全 体 局 按 LT a, 可 中 的 距离 在 CL w 名 中 稠密 , 则 由 定理 2. 2.2 知 ，P 在 
LL a, 全 中 稠密 , 即 己 [e， 司 可 分 . 

在 例 2.2.5 中 已 证 PB 按 Ce 司 中 的 距离 , 叫 在 CL a, 可 中 稠密 , Y zE CLa, 司 及 


>0,3pEP, 使 A 轧 = nas | AD— HD I< 三 = 于 是 按 La, 可 中 距 
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离 有 

(nD =].1 区 站 一 HD drs se D=# 
即 A 肪 二 s 这 就 是 说 按 L'[ a， 要 中 距离 ，Pi 在 CL a, 促 中 升 密 , 故 LL a, 问 可 分 . 
2.2.2 完备 性 


在 微 积分 中 , 数列 z,) 收 化 和 >| 却 ) 是 基本 列 (或 Cauchy 列 ), 它 有 六 个 相互 等 价 的 
命题 , 这 些 命题 反映 了 实数 的 完备 性 (连续 性 ). 现在 将 这 一 概念 推广 到 距离 空间 . 

定义 2.2.3( 基 本 列 ) 设 ( X， 小 是 一 距离 空间 , { 专 ) 是 X 中 的 点 列 , 如 果 Y 0， 
3N, 当 mn m>N 时 , 有 

dr, TI) 一 上 (2.2—3) 

就 称 | 云 ) 为 基本 列 (或 Cauchy 列 ). 

定理 2.2.3( 基 本 列 的 性 质 ) 《〈 X, 内 中 的 基本 列 有 如 下 的 性 质 ， 

《1) 车 点 列 五 ;收敛 , 则 | 云 }) 是 基本 列 ， 

(2) 车 点 列 五 } 是 基本 列 ， 则 ! 元 ) 有 界 ; 

《3) 若 基本 列 含有 收敛 子 列 , 则 该 基本 列 收 和 剑 ， 其 极限 为 该 子 列 的 极限 . 

证 结论 (1)、(2) 易 证 , 证 明 略 . 仅 证 结论 (3). 高 云 ) 是 一 基本 列 , 且 有 一 收敛 子 列 
{a 各 本 = 五 即 Ye0, 3N, 当 巡 只 时 


下 力 之 十: 
由 于 | 工 } 是 基本 列 , 故 3 NN， 当 mn> NN 时 有 
Rr, 7) Ee 


令 N=max( NN), 当 人 和 及 任 一 上 N, 有 
故 五 , 力 雪 过 me Bm) DE 
因此 有 lim 一 工 U 
注 2.2.1 定理 2.2.3(1) 的 递 不 成 立 . 举 反例 如 下 : X=(0, 1), VY zyE Xd(n 咏 
二 | 二 站 ,点 到 可 一 | 机] 是 X 中 的 基本 列 , { 天) 在 X 中 不 收 伍 . 


在 一 个 距离 室 间 中 , 如果 它 的 每 一 个 基本 列 都 收敛 , 则 这 个 空间 在 分 析 中 特别 有 意 
义 . 因为 在 此 空间 中 , 不必 具体 找 出 序列 的 极限 ,就 可 以 判别 它 是 否 收敛 . 一 个 空间 , 如 果 
其 中 的 每 个 基本 列 都 有 极限 (因而 是 收 剑 的 )， 就 叫做 完备 空间 . 

定义 2.2. 4( 完 备 空间 ) ”如果 距离 宝 间 X 中 的 每 一 基本 列 都 收 盆 于 X 中 的 点 ,就 称 X 
为 完备 的 距离 空间 . 

例 2.2.9 (1) 设 X 是 坐标 平面 上 有 限 个 点 , 距离 按 通常 的 定义 , 则 X 是 完备 的 距离 
空间 ; 

《2) 离散 的 距离 空间 是 完备 的 . 

证 (1) 因为 中 的 基本 列 只 能 是 " 常 驻 点 列 ". 即 ( 却 ) 中 元 素 列 出 有 : 


I Be Te Dr Ds 


故 lim 五 三 五，zE X, 因此 X 完 备 . 由 此 可 知 , 完备 不 同 于 "无 空隙 ” 

《2) 因为 离散 空间 中 的 基本 列 ) 的 元 素 除 有 限 个 不 同 外 都 相同 ， 从 而 收敛 . 

例 2.2.10 R" 是 完备 的 距离 空间 . 

证 R" 上 的 距离 取 为 ( 欧 氏 距离 ); d( xm 罗 =( 避 1z 一 yl + 其 中 一 (am 
五 )， 史 (yw，y%). 在 R "中 任 取 一 基本 列 六) 一 (加 吉 

Ye>0, 3N, 当 人 4 >N 时 ， 

CE lJ]*<e (2.2-4) 
因此 , 对 于 汪 1, 2,…, mn 当 名 产 N 时 , 有 
1 -I<e 
这 就 是 说 , 对 于 固定 的 K1< 泛 中， 数列 | 2 ) 是 一 基本 列 ， 知 其 收敛, 设 jim #3* 一 7， 
淆 1, 2 mp， 令 于 (zw， 厂 )ER" 在 (2.2-4) 式 中 , 令 产 == 且 当 反 N 时 , 有 
dr”, =[> I Tee 

故 证 得 x*” 一 儿 k> 呈 ),， 所 以 R" 是 完备 的 . 

定理 2.2.4 ([ a, 是 完备 的 距离 空间 . 

证 CLa, 全 中 的 距离 为 d( 去 B= ms | AD— XO. 

设 | 二 )C Ca 可 是 基本 点 列 .Y 0, 3 N, 当 m m> N 时 , 有 


dn, 1) = Dax 1 本 (六 一 a ls (2.2—-5) 


故 对 YtE[ a, 问 , 有 
| zdD— ible (2.2-6) 
(2.2 一 6) 式 说 明 数列 xz.( 四 ) 是 基本 数列 , 从 而 3 x2,， 有 
Jim zx.( D= A 
在 (2.2-5) 式 中 , 令 mrrec, 是 人 PN. 有 
dr T)= my | 区 有 一 五 (站 | 过 C2:2—7) 
(2.2 -7) 式 说 明 (DD 注 DD， 从 而 XA DE CL a, 且 , 这 就 证 明了 dL a, 辣 的 完备 性 LU 
例 2.2.11 在 CL0, 1] 上 定义 距离 


d(x 3=] 1 Ao— Xold (2.2—8) 
则 C050, 1] 是 不 完备 的 距离 空间 . 
证 设 
0 0 二 :< 证 
0 到 二 < 
1 到 + 二 大 os1 


则 EE C0, 1]，m 一 1,， 2, 3，…. 因为 d( xz，z) 是 图 2 -1 中 右 图 中 三 角形 的 面积 . 
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Ye0, 3 NF 当 m 妆 N 时 ， 


dro 1) 一 


因此 ,1 忒 } 是 CL0, 1] 中 的 基本 列 。 
应 一 


er 
| i BE | 
地 | 
i 

| i | 

| 一 ~ 
| 
| Rs | 

RN i 

| Se es 
| i i | 
5 se | 

| 人 “ne 
Le ~ 
图 2-1 


下 证 此 基本 列 在 [0, 1] 中 不 收敛 . 车 3 x DE C0, ,使 d(x D0( nro). 
由 于 


1 和 号 
da DBD=) a0 AD d=), IA dir), lod— ADld 
11 一 xD1dt (2.2—9) 


而 (2.2 -9) 式 右边 的 三 个 积分 均 非 负 , 因此 , 由 民力 一 0, 推 得 每 个 积分 均 趋 于 零 . 
为 假设 (连续, 则 有 


对 于 连续 函数 , 这 是 不 可 能 的 . 故 ( 环 } 在 CL0, 1 中 不 收敛 , 从 而 CL0, 1 在 距离 d 之 下 
非 完备 . 
例 2.2.12 空间 是 完备 的 距离 室 间 (1 三 p= 十 5 
证 设 7 ) 是 六 中 的 基本 列 , 这 里 + =( 4 
当 nm m> N 时 , 有 


dz 


te 
E 
1 
人 


(2.2 一 10) 


= le (2.2-11) 
对 于 固定 的 i 由 (2.2-11) 式 知 (去 ， …' 才 "，…) 是 肥 中 的 基本 数列 . 因 R 完 
所 以 此 数列 收 伍 , 可 设 lim ”= .利用 这 些 极限 , 定义 二 (五 ，z， …， 了, …) 下 证 
EP, 有 2" A mo). 


,证 二 


由 (2.2 一 10) 式 , 对 任何 自然 数 & 寻 1, 2, 3, …), 当 mnie> N 时 , 有 


1 -D1<e 


Hd (2.2—12) 


由 (2.2-12) 式 知 z 一 xE 了 (2 一 z=(2" 一 4， 一 如, 以 )). 因为 z”EV, 由 
Minkowski 不 等 式 知 ，z= +” 十 ( x 一 +”)E FP. 再 由 (2.2 -12) 式 , d( 2”, DD 三 6 即 
2 一 民 mrcc) 因 闫 +z”) 是 了 中 的 任意 基本 列 , 从 而 上 是 完备 的 距离 空间 . 

更 一 般 地 , 可 以 证 明 下 述 定理 . 

定理 2.2.5 L[w 全 是 完备 的 距离 空间 , 这 里 j1,， mm EL[w 月 , 要 = 
| IAD— 4 ag). 

证 明 过 于 复杂 ， 从 赂 . U 

由 于 实数 的 完备 性 , 故 实 数 集中 有 区 间 套 定理 ， 在 完备 的 距离 空间 中 ,也 有 类 似 的 性 
质 , 写成 下 述 定理 . 

定理 2. 2.6( 闭 球 套 定理 ) 设 X 是 完备 的 距离 空间 ，B, 二 0( mm，s) 是 一 套 闭 球 : 

BIOBI"%I BI 

如 果 球 的 半径 s>0( wr> 呈 ) , 则 存在 唯一 的 点 xE 站) B.. 

证 先 证 球 心 所 组 成 的 点 列 ! 二) 是 六 中 的 基本 列 . 这 是 因为 当 m> n 时 ，z,E€ B.C 
也, 得 到 

dz ES (2.2—13) 
Y 0, 取 NN, 当 二 N 时 ,56<<s 于 是 当 w> 1 N 时 ， 
dx, I)<e 
所 以 | 却 ) 是 基本 列 . 由 于 XX 是 完备 的 距离 空间 , 故 存在 xE X, 使 jim 荆 一 工 在 (2. 2 一 13) 
式 中 令 nro,， 有 
dz mS n=1,2,3,"% 


即 2€ B., /=1,2,3,…, 因此 z€ [1 B. 
再 证 唯一 性 . 设 yE X, 满足 YE [1 B., 那么 
dy i) 
令 m7， 有 引 y 四 一]im 3 盛 ) 二 0,( 注 意 到 距离 为 连续 函数 ), 所 以 :一 二 即 站 B, 中 
只 有 一 个 点 . U 
2.2.3 距离 空间 的 完备 化 


如 前 所 述 , 实 直线 在 欧 氏 距离 W zx 中 = | 一 放下 是 完备 的 距离 空间 , 有 理 数 集 Q 在 
同样 的 距离 之 下 是 不 完备 的 . 但 Q 在 R 中 是 稠密 的 , 如 果 把 R 看 作 稠密 集 Q 的 扩充 , 则 
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扩充 后 其 具有 完备 性 ， 经 研究 发 现 , 在 抽象 的 距离 空间 中 也 有 这 种 现象 如 CT a。 问 在 
(到 昂 =| .1 XD 一 XD | di 之 下 是 不 完备 的 . 对 于 这 种 不 完备 的 距离 空间 , 设法 把 
它们 扩充 成 完备 的 距离 空间 , 将 具有 重要 的 意义 ， 下 面 对 此 作 一 简单 介绍 . 

定义 2.2.5( 等 距 陕 射 ) 设 (X ，d)，( 吕 化) 是 虐 离 空间 ,如 果 存 在 X 到 X 的 一 
一 映射 T 使 得 Y zy 入 ,有 

d(Tr, TY = d(xn 力 (2.2—-14) 
则 称 X 与 X 是 等 距 空间 (或 称 等 距 同 构 空间 )， 称 了 为 等 距 陕 身 . 

注 2.2.2 从 定义 2. 2.5 可 以 看 出 , 从 距离 的 角度 去 看 等 中 的 距离 空间 ,至 多 是 两 个 
空间 元 素 的 属性 不 同 ,它们 可 以 看 成 是 同一 抽象 空间 的 两 个 不 同 的 模型 另外 , 距离 空间 
中 元 素 之 间 没 有 运算 关系 , 涉及 ( X ，df ) 的 数学 命题 , 通过 等 距 映 射 T 使 之 在 ( 症 ， 地 ) 
中 照样 成 立 ， 从 而 把 ( X ，df) 与 ( X ,地 ) 可 以 不 加 区 别 而 看 作 同 一 空间 

定义 2.2.6( 完 备 化 空间 ) 设 X 是 一 距离 空间 ，Y 是 一 完备 的 距离 空间 , 车 了 中 含有 
与 六 等 距 且 在 了 中 稠密 的 子 集 Y， 就 称 了 是 X 的 一 个 完备 化 空间 . 

关于 距离 空间 的 完备 化 问题 有 以 下 定 更. 

定理 2.2.7( 完备 化 空间 的 存在 与 叭 一 性 ) 每 一 距离 空间 X, 必 存 在 它 的 完备 化 距离 
空间 Y, 并 且 在 等 距 同 构 的 意义 下 ，Y 是 唯一 的 . 

证 (1) 因 证 明 过 于 复杂 , 仅 给 出 完备 化 空间 存在 性 的 证 明 概 要 . 

第 一 步 ; 把 X 中 的 一 切 基本 列 { 去 ) 的 全 体 ( 非 空 ) 进 行 分 类 : 如 果 丁 个 基本 列 { 工 } 与 
1 七 } 满 足 条 件 


dr, x)}—0 No 
则 称 | 二) 1 工 ) 属于 同一 类 . 用  %*…, 表示 各 种 不 同 的 类 , 把 这 些 类 的 全 体 看 作 一 个 集 
合 , 记 为 Y, 在 Y 中 定义 距离 如 下 : 

dD WD = limd x, y) (2.2—15) 
这 里 | 到)E 工 1 yjE > 分 别称 到) 人 3) 为 区 ?中 的 代表 元 . 

第 二 步 : 验证 (2.2 - 15) 式 定义 的 d 满足 距离 的 三 条 公理 . 且 证 明 (2.2-15) 与 元 y 
的 代表 元 的 选取 无 关 . 

第 三 步 : 再 证 Y 是 完备 的 . 

(2) 完备 化 空间 的 唯一 性 (等 距 意 义 下 ) : 设 XX 有 两 个 完备 化 空间 六 ，%%. 因 Yi 中 有 
稠密 子 集 站 与 X 等 距 ， 旦 中 有 稠密 子 集 将 与 X 等 距 , 所 以 Y x€E ,3 EE 区 ,使 工 一 
交 与 工 对 应 地 有 zx.€ XTi z= 元 )， 上 且 易 证 | zx) 是 X 中 的 基本 列 . 对 应 二 有 y.E YC 
中,f 3) 是 于 中 的 基本 列 . 因 等 完备 , 故 有 33E 着 ， 即 关中 有 唯一 的 y 与 7 中 的 
对 应 . 同样 ，Y 3E ,Yi 中 有 唯一 的 zx 与 对应, 即 习 六 与 辣 之 间 的 一 一 映射 ,不 难 
证 明 全 是 等 距 的 . U 


由 于 da 辐 在 d(x =], 1 x 一 XD | dt 下 是 不 完备 的 , 而 CLa, CL[a 


司 , 且 Ce 加 在 上 [a, 且 中 稠密 ,用 完备 化 的 观点 来 看 ，L[a, 司 是 CLa, 加 在 d 之 下 的 
完备 化 空间 . 
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2.3 ”距离 空间 的 列 紧 性 与 紧 性 


2.3.1 列 紧 性 


在 微 积分 中 闭 区 间 上 连续 函数 性 质 (如 最 大 值 最 小 值 性 质 , 一 致 连续 性 等 ) 的 证 明 ， 
基于 R 中 闭 区 间 的 一 个 重要 特性 一 一 紧 性 ， 所谓 紧 性 就 是 有 界 数列 必 有 收敛 子 列 . 
下 面 指出 : 在 一 般 的 距离 空间 中 ,这 种 性 质 并 不 保持 . 例如 ; 上 [一 x, "] 中 的 点 列 
) 三 { sin nf} ， 由 于 


dz 0) = J | sinm—0 [a = Fr 
故 ( 五 ;是 了 [一 r, 中 的 有 界 点 列 , 但 


dz 1) 一 中 .sinm-sinnt dl = rm 

所 以 | 荆 } 无 收敛 子 列 . 

为 了 在 距离 室 间 中 也 能 像 微 积分 那样 来 讨论 问题 , 首先 要 把 R 中 紧 性 的 概念 推广 到 
距离 空间 . 

定义 2.3.1( 列 紧 集 , 紧 集 , 紧 空 间 ) 设 是 距离 空间 ,AC XX 

(1) 如 果 人 中 的 任何 点 列 都 有 收敛 于 X 的 子 列 ， 就 称 A 为 列 紧 集 (也 称 臻 密集 ) ; 

《2) 如 果 A 是 列 紧 集 , 且 A 也 是 闭 集 , 就 称 A 为 紧 集 ; 

《3) 如 果 X 本 身 是 列 紧 集 ( 必 是 闭 集 ), 称 X 为 紧 空 间 . 

定理 2.3.1( 列 紧 集 的 性 质 ) 设 XX 是 距离 空间 . 

(1) 中 的 任何 有 限 集 必 是 列 紧 集 , 且 是 紧 集 ; 

(2) 列 紧 集 必 是 有 界 集 , 反之 不 真 : 

(3) 列 紧 集 的 子 集 是 列 紧 集 . 

证 仅 证 (2).(1) 、(3) 的 证 明 留 给 读者 

设 ACX 是 列 紧 集 , 如 果 A 无 界 , 取 wnE A 固定 , 存在 EA, 使 尿 #， 志 ) 宇 1 对 
于 ww, 必 存 在 a A, 使 dw 加) 宇 1， 加 ) 宇 1s 再 取 如 ,使 d( n> 
dn, a) ds, 沁 
列 亏 } 无 收敛 子 列 ，A 不 是 列 紧 集 , 这 与 假设 相 矛 盾 , 故 A 是 有 界 集 . 

反 过 来 ,A 是 有 界 集 , 人 A 未 必 列 紧 . 反例 , 取 上 [一 x, 站 上 闭 球 

B= Go, 届 ) 

显然 B 是 有 界 集 , 而 不 是 列 紧 集 . U 

由 定义 2.3.1 及 定理 2.3.1 易 知 , R 中 的 区 间 (0, 1) 是 列 紧 集 , 而 不 是 紧 集 , R' 中 的 
自然 数 集 { 1，2，…，m…) 不 是 列 紧 集 ( 因 无 界 ) ,而 [0,1] 是 R 中 的 紧 集 . 

推论 2.3.1 (1) 紧 空间 是 有 界 空间 ， 

《2) 紧 空 间 是 完备 空间 . U 
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定理 2.3.2 在 R' 中 ,，ACR- 

{1) A 是 列 紧 集 > A 是 有 界 集 ; 

(2) A 是 紧 集 > A 是 有 界 闭 集 . 

证 (1) 仅 证 一 (充分 性 )， 如果 A 是 有 限 集 , 则 A 是 列 紧 集 ; 如 果 A 是 无 限 的 有 界 
集 ， 只 要 证 明 A 有 极限 点 就 够 了 . 记 R 中 的 点 集 


I={ x#= (4 


为 n 维 立方 休 , 这 时 夺 ( 帮 一 (人 aa 
五 )， 夺 为 立方 体 1 的 中 心 ， 4 为 边 长 容易 看 到 ， 划 本 渡 | 
果 公有 界 , 则 存在 心 0, 使 AC | | 
设 有 办 无限 集 人 包含 在 边 长 为 4 的 某 个 " 维 立 方 体 由 a | 
之 内 , 将 上 等 分 成 mw 三 2" 个 n 维 立方 体 : hh 上。 We | 
| 


hm) || 五 一 五 | 所 i= 1,. 2,…， Hh > 0) 


如 图 2 -2 所 示 , 表示 /三 2 的 情况 . 由 于 A 是 无 限 点 集 . 则 | 这 E 

必 有 菜 个 4 含有 A 的 无 限 多 个 点 . 记 为 .再 等 分 中 ~、 

为 m 个 小 立方 体 ， h，L，…， ,同样 有 菜 个 4 含有 用/ J 

的 无 限 多 个 点 .继续 作 下 去 得 一 立方 体 序列 一 一 一 一 一 一 一 一 
人 

且 每 中 含有 A 的 无 限 多 个 点 ,而 儿 包 含 在 一 个 半径 为 (YD /2 的 半球 中 当 人 十 = 


时 , 半径 趋 于 零 . 则 用 下 一 人 五 )( 闭 球 套 定理 ) 唯 一 点 ，Ye>0， 卫 充分 大 的 久 使 
LO wj, 日, 即 0X 日 中 含有 A 的 无 限 多 个 点 ,从 而 二 是 A 的 极限 点 . 

(2) 结论 显然 成 立 . U 

定理 2.3.3( 最 大 值 、 最 小 值 定理 ) 设 A 是 距离 空间 X 中 的 紧 集 ，/ 是 定义 在 A 上 的 
实 值 连续 函数 ( 称 泛 函 ), 则 /在 A 上 取得 最 大 值 与 最 小 值 . 

证 先 证 ;车 AC X, A 为 紧 集 ，f 力 为 4 上 的 连续 函数 , 则 E= A A) 昨 R 中 的 紧 集 
(有 界 闭 集 ). 实际 上 ,Yi! wjCE= AAD, 则 31 a)Ch 有 = mw) 1, 2 3. 
由 A 是 紧 集 , 故 | 去 ) 存 在 收 伍 于 wE A 的 子 列 志 )， zw 一 wnE A 由 扩 力 连续 , 有 

limys, = lmftm,) = Kw)EE 
故 %) 有 收 化 于 下 的 子 列 %)， 即 E= /{ 旋 是 紧 集 ， 

再 证 : 太 力 在 A 上 有 最 大 值 与 最 小 值 . 由 于 E= 大作 在 R 中 紧 , 故 E 在 Rl 中 有 界 。 

克 supE= supfi 办 存在 , 记 为 M 由 上 确 界 的 定义 知 ,，Y mw EA 使 人 (二 )sgpf( 力 


= 上 
pr 
ee < MM+L 
MM 一 二 三 太太 三 M< M+ 证 
再 由 A 为 紧 集 , 则 了 轧 )CI 二) ,使 一 EA(j>). 
1 


器 


令 六 中 ,有 RT)=M, 则 M 为 Jt 力 在 A 上 的 最 大 值 . 


M— 二 二 Rail M+ 
轧 


同 理 可 证 存在 xz. € A 使 f(z )= pipf( 习 ,由 为 开刀 在 A 上 的 最 小 值 . U 
2.3.2 全 有 界 性 


与 列 紧 性 密切 相关 的 概念 是 全 有 界 性 . 

定义 2.3.2( 网) 设 X 是 距离 空间 ，A，BC X, 给 定 >0, 如 果 对 于 A 中 的 任何 点 
Zz, 必 有 B 中 的 点 zx, 使 下 和 zz) 二 6 则 称 B 是 A 的 一 个 8 网 . 

例如 , 全 体 整数 集 是 全 体 有 理 数 集 的 0.6 网 , 平面 上 坐标 为 整数 的 点 是 R 的 0.8 网 . 

定义 2.3.3( 全 有 界 集 ) 设 AC X, 如 果 Y e>0, 4 总 存在 有 限 的 = 网 , 则 称 A 是 X 中 
的 全 有 界 集 . 

定理 2.3.4( 全 有 界 集 的 特质 ) ” 设 XX 是 距离 空间 ，AC XX， 

(1) 车 A 是 全 有 界 集 , 则 A 是 有 界 集 ; 

《2) 车 A 是 全 有 界 集 , 则 A 是 可 分 的 . 

证 (1) 车 A 是 全 有 界 集 , 则 取 和 1, 存在 五， 五, …， XE X, 1 汪 1,2. 
是 A 的 网， ACU Q x D. 取 R=1 十 maxd( 如)， 则 AC 0(#， 司 ， 即 A 是 有 界 
集 . 

(2) 车 A 是 全 有 界 集 , 只 要 证 明 A 有 可 列 的 稠密 子 集 . 为 此 , 取 =1/ m 记 A 的 有 限 
中 网 为 B,， ;三 1,2,3,…, 现 证 U B, 是 A 的 和 窗子 集 VY a€ 4 Y 6>0, 取 1/n<h 因 
B, 是 A 的 1/n 网 , 故 3 zBCUB,, 使 不 zx 本)<1/m< 人 从 而 国 EGm 有 , 即 


UB 在 A 中 筒 密 . 显 见 UB, 是 (至 多 ) 可 列 集 , 从 而 A 可 分 . U 

定理 2.3.5( 全 有 界 的 充 要 条 件 ) 设 AC X, 则 A 全 有 界 <> A 中 的 任何 点 列 必 有 基 
本 子 列 . 

证 一 设 z) 是 A 的 任 一 点 列 , 取 =1/ 久 h=1, 2, 3, …, 因 A 是 全 有 界 集 , 故 
A 存在 有 限 网 , 记 为 Bh=1, 2, 3,…. 

以 B( 有 限 集 ) 的 各 点 为 中 心 , 以 为 半径 作 开 球 , 这 有 限 个 开 球 覆盖 了 A, 从 而 覆盖 
了 1 芭 ). 于 是 至 少 有 一 个 球 ( 记 为 $) 中 含有 | 去 ) 的 一 个 子 列 ! 3} S). 

同样 ,以 B 中 的 各 点 为 中 心 , 以 。 为 半径 作 开 球 ( 有 限 个 )， 则 这 有 限 个 开 球 覆盖 了 
1  ), 于 是 这 些 球 中 至 少 有 一 个 ( 记 为 S ) 含有 | 加 ) 的 一 个 子 列 ! 立 )(C S). 依 此 可 得 
一 列 点 列 : 


加 
Ei 


且 每 一 点 列 是 前 一 点 列 的 子 列 . 取 对 角 线 上 的 元 素 作 为 | z) 的 子 列 , 则 { 思 * ) 是 | 书 ) 的 基 
本 子 列 . 实际 上 , 对 Ye<0, 取 K, 使 ae 一 天 二 过, 当 这 天 时 , 对 任何 自然 数 p 有 站 人 
E Si( 由 于 后 一 点 列 是 前 一 点 列 的 子 列 ), 故 ， 双 时 , 有 


RS 十 扑 B) 


52 


一 二 e+ 二 se= 

这 里 五 是 S, 的 中 心 。 即 如 ) 是 { 支 ) 的 基本 子 列 . 

二 ”用 反 证 法 , 车 A 不 是 全 有 界 的 , 则 存在 8。 二 0，A 没 有 有 限 的 s 网 . 取 we A, 再 
取 zaE A 使 水 wn, 避 )s (这 样 的 za 存在 ， 香 则 ! aa) 为 A 的 网 ). 再 取 避 EA, 使 
扩 n，w) 之 6， 纹 加， 加) 送 s (这样 的 二 存在) ……， 得 | 如} CA， Wi{ 忒 } 没 有 基本 子 
列 , 这 与 A 的 任 一 点 列 有 基本 子 列 矛 盾 , 故 A 是 全 有 界 集 . U 

推论 2.3.2( 豪 斯 道夫 (Hausdorff)) (1) 距离 空间 中 的 列 紧 集 必 是 全 有 界 集 ; 

(2) 车 X 是 完备 的 距离 空间 ，AC X，A 列 紧 寺 过 A 全 有 界 . 

证 (1) 因为 列 紧 集 A 中 的 任 一 点 列 都 有 收 剑 子 列 , 故 它 必 是 基本 子 列 ， 由 定理 
2.3.5 知 A 是 全 有 界 集 . 

《2) 二 ”由 (1) 的 结论 可 知 . 

三 VI 圳 CA, 因 A 全 有 界 , 故 z.} 有 基本 子 列 吉 )( 由 定理 2.3.5)， 又 因 X 完 备 
知 二 ) 在 X 中 收 伍 ,可 知 A 是 列 紧 集 . U 


2.3.3 几 个 具体 空间 中 点 集 列 紧 的 等 价 条 件 


应 用 最 多 的 空间 是 R"，CLa, 司 , 及 F( p 宇 1), 定理 2.3.2 给 出 了 R" 中 的 点 集 紧 的 充 
要 条 件 , 下 面 给 出 CL w 是 ,7 中 点 集 列 紧 的 等 价 条 件 . 

定理 2.3.6 (人 o， 如 中 点 集 列 紧 的 充 要 条 件 ) 设 AC Ca 月, 则 A 列 紧 寺 坊 以 下 
两 条 成 立 . 

(1) 4 一 致 有 界 . 3 M>0, Y xzE A, 有 | x 2| 三 M, 对 任何 号 [oa 避 都 成 立 ; 

(2) 4 等 度 连续 ，Y E>0, 3 了 f0(0 与 1 及 工 无 关 ), 当 1，sE[a 可 14 一 上 一 6 时 ， 
YezEA, 有 


1 A)— Ae) | 一 (2.3-1) 
证 一 由 于 A 列 紧 , 故 A 是 CLa, 且 中 的 有 界 集 , 即 存在 M>0,Y z€ A, 有 
d0, D= ms | A IEM 
从 而 对 一 切 EE[ a, 可 , 有 | X51 二 M, 即 A 一 致 有 界 , 从 而 条 件 (1) 成 立 . 


再 由 A 列 紧 可 推 得 A 是 全 有 界 的 , 故 Y 0, 3 A 的 有 限 证 s 网 Ti, TEA 


使 对 任何 2€ A 存在 mA N ,满足 小 志 w) 一 二 6 从 而 当 1E[ a 可 ,有 
1 


| AD— n(D | 二 可 (2.3—2) 
又 因为 w(D 在 [ a， 全 上 一 致 连续 , 故 存在 人 0, 当 4 ,#8E[a 加 , 14 一 8 | 一 太 时 有 
1a(D 一 aCo < 二 (2.3-3) 


取 计 min(6,， 全,…，h), 则 当 1，aE[a 月, | 4 一 8 | 二 时, 对 每 个 二 1, 2, …，N， 
都 有 


1 #0) 一 x(a) < 二 < 《2.3 一 4) 


53 


从 而 对 任何 zE A, 4，aE[a 可 , 11 一 上 | 一 8 时 , 由 (2.3-2)、(2.3-3)、(2.3-4) 式 有 
| A8)— A8) IS) A nt) | 十 | nt)— n(e) | 
| a( 的 一 工区 | 二 二 s+ 二 中 二 s= 
即 A 是 等 度 连续 的 . 
一 由 于 (La 问 是 完备 的 距离 空间 , 故 只 要 证 A 是 全 有 界 的 , 即 证 A 存在 有 限 网 . 
由 于 A 是 等 度 连续 的 , 故 Y o>0, 取 充分 大 的 N 使 当 4, 6E[a 问 , 1 4 一 |< 太 
时 , 对 一 切 zE A, 有 
| xD 一 xb) |< (2.3-5) 
成 立 , 将 [ w 加 区 间 NN 等 分 , 记分 点 为 = 85 一 5 二 … 二 mx 一 和 于 是 对 每 个 xE A, 有 欧 氏 
空间 R” 中 的 点 (xX 5)，x( z)，…，x mW)) 与 之 对 应 , 把 这 种 点 的 全 体 记 为 
A={(XA0), A A | rE MCR™ 
由 于 A 是 CLa, 可 上 的 有 界 集 ( 即 A 一 致 有 界 ), 易 知 A 是 R” 中 的 有 界 集 , 由 定理 2. 3. 2 
知 A 是 RR 中 的 列 紧 集 , 从 而 和 具有 有 限 s/3 网 . 
{《 西 (再 )， a(n) es, WOW (Tm), TN) (nm)) (2.3-6) 


下 证 : a(D，w(D ,zt (DD 也 是 A 的 e 网 .YY xE A, 对 应 有 (8) A 8) 
A m))E A, 故 可 取 (2.3-6) 式 中 某 一 点 ; (ma(a)，a(z), n(m), 1 三 屋 


1A)— a |< i=l2 em N (2.3-7) 
从 而 对 任何 把 [ a, 月, 总 有 性 [za-,，a], 于 是 由 (2.3-5)、(2.3-6)、(2.3-7) 式 ,有 
| AD— nD IE) AD— Am) It A a(n) | 


二 < letletle= 
A 


即 A 有 有 限 e 网 如 ， 开 ,……*， 却 ， 从 而 A 列 紧 . U 
推论 2.3.3( 阿 尔 采 拉 (Arzela) 引 理 ) 设 F=| 大 fE CLa, 月 iE 是 CL a, 且 的 一 

致 有 界 且 等 度 连续 的 函数 族 , 则 从 下 中 必 可 选 出 在 La, 颁 上 一 致 收敛 的 子 序列 f.(2). U 
定理 2.3.7 设 ACM(p=1),A 列 紧 寺 > 以 下 两 条 成 立 . 


vs 
(1) 4 一 致 有 界 . 3 M>0, VY z=(a, Bw)EA 有 [1 <M 
如 


(2) A 等 度 收 化 VY 0, 3 N,V 于 (aeO)E 由 有 [ 2 1 下 “一 
和 
< 证 略 . U 


习题 二 


1. 路 芒 =( 是 所 有 实数 组 成 的 集合 上 的 距离 吗 了 
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2. 验证 以》 二 | 一 站 ”是 定义 在 全 体 实数 所 组 成 的 集合 上 的 滤 敲 . 
3. 设 X 是 距离 空间 , 试 证 x， 沪 是 关于 x，y 的 连续 函数 . 
4. 设 d(x 是 上 的 一 个 距离 ， 则 


dn 9- TER 


也 是 上 的 一 个 距离 

5. 点 z 到 X 的 非 空子 集 人 的 距离 df 五 四 定义 为 

dr N= infd(z, » 
试 证 : YH yE X, 有 
| 起亚 有 一 二 NSAry 

6. 设 ( 闷 ,中 ), (总) 是 两 个 距离 空间 ,它们 的 简 卡 尔 乘 积 X 一 号 X 大， VY 二 
(nn, 2), I=(y，¥)EX 试 证 : 

(D dn WD=d(a, M+ mn, y) 

(2) an = (dn, 1 +[d(a, y)] 

(3) dz WD=maxL d(a, 4), d( i, ¥)] 
都 是 X 上 的 距离 . 

7. 证明 X 中 的 基本 列 是 有 界 点 列 . 

8. 证 明 ;，ACX 是 非 空 开 集 <> 人 A 可 表示 为 开 球 的 并 . 

9. 证 明 : 在 离散 的 距离 空间 X 中 ,，X 的 任 一 子 集 A 既 开 又 闭 . 

10. 设 ACX，A 扣 ，e>0, 证 明 ， 

(1)1 二 名犬 本 用 一 和 是 X 中 的 开 和 集 ; 

(2)1 xE XI dl zx, 仿生 是 X 中 的 闭 集 - 

11. 证 明 : 着 距离 空间 中 的 基本 列 有 收敛 子 列 , 则 原来 的 基本 列 必 收 化 . 

12. 着 在 RR' 二 (一 oe, 十 2) 上 赋予 距离 

dz W =| arctanz—arctany| x yER 

试问 , R 是 完备 空间 吗 ? 

13. 设 X 是 距离 空间 , 则 X 是 完备 的 拓 > 对 关中 的 任何 一 夺 , 闭 球 

BIRBRI%IBI 


其 中 及 = 2€ XI 本 二 6) ， 当 0 时 , 必 有 唯一 的 xE 站 有 

14. 设 XX、Y 是 距离 空间 ，A，BC X， A>Y 连 续 ，B 在 A 中 科 岂 , 试 证 矿 历 在 
到 中 稠密 . 

15. 举例 说 明 : 在 连续 映射 下 , 开 和 集 的 象 不 一 定 是 开 集 . 

16. XX 是 完备 的 距离 空间 ， 是 六 币 密 子 集 , 着 XX 天 镶 ,证明 ; 把 名 视 作 独立 的 距 
离 空间 时 ( 按 X 中 的 距离 )，X 是 不 完备 的 距离 空间 , 并 由 此 证 明 Riemann 可 积 函 孝 类 
以 a, 症 按 蝶 离 

dls 3=|, xD 一 XD1dt 


是 不 完备 的 距离 空间 . 


17. 设 Ge 是 在 [0，2r] 上 连续 且 满 足 A0) 二 f(2n) 的 函数 的 全 体 ， 证 明 ，Gr 在 
LC0, 2m](1< p<) 中 科 密 . 

18. 设 (X， 四 为 离散 的 距离 空间 ，4 多 多 证 明 ; A 为 紧 集 的 充分 必要 条 件 是 A 为 有 限 
点 集 . 

19. 设 X 是 紧 的 距离 空间 ,{ A,) 为 义 中 的 一 列 非 空间 集 , 且 

ADAhI%IAIAnI 
证 明 ， 
包 义 关 马 

20. 设 X, Y 均 为 距离 空间 ， 矿 XX>Y 是 单 射 . 证明， 三 是 连续 映射 的 充分 必要 条 件 是 
了 把 只 中 的 任 一 紧 集 现成 Y 中 的 紧 集 . 

21. 如 果 X 是 紧 距 离 空间 ，M 是 X 的 闭 子 集 , 证 明 M 是 紧 的 . 

22. 证 明 ; 如 果 万 ,及 都 是 距离 空间 X 中 的 紧 集 ， 则 必 存 在 EF，yE 及 , 使 

dR, RE)= dn, y) 

其 路书，) 二 jnf. ,中 zx》, 称 为 书 与 玉 的 距离 


三 6 志 


第 三 章 ”线性 赋 范 空间 与 内 积 空间 


在 第 二 章 中 ,我们 介绍 了 距离 宝 间 及 其 性 质 ,在 那里 通过 距离 的 概念 引信 了 点 列 的 极 
限 . 点 列 极限 是 微 积分 中 数列 极限 在 抽象 空间 中 的 推广 ， 然而, 只 有 距离 结构 、 没 有 代数 
结构 的 空间 ,在 应 用 时 受到 许多 限制 . 实际 上 ， 应 用 最 多 的 空间 如 R*，CL a 全, 
Law 本 等 等 . 这 些 空间 中 的 元 素 间 不 仅 可 以 定义 上 距离 ， 还 可 以 定义 某 些 代数 运算 . 本章 
要 介绍 的 线性 赋 范 空间 及 内 积 空 间 就 是 距离 结构 与 代数 结构 相 结 合 的 产物 , 它 较 距离 宝 间 
有 明显 的 优越 性 . 


3.1 线性 赋 范 空间 


3.1.1 定义 及 例子 


定义 3.1.1( 线 性 赋 范 空间 ) 设 X 是 实数 域 (或 复数 域 ) A 上 的 线性 空间 ， 在 X 上 定义 
映射 > 民 ; z=1。1. 若 Ym 3E X，oE A 满足 : 

{1) 正定 性 : | zl 三 0，| zl =0<=> zx 一 0， 

《2) 正 齐 性 ,| azl =|adl zl ， 

(3) 三 角 不 等 式 , | z+ y1 过 1 zl 十 1y1， 
则 称 | zl 为 z 的 范 数 , 称 (X，| ， 1 ) 为 线性 赋 范 空间 , 简 记 为 X 通常 称 定义 中 的 条 件 
(1)、(2) 、(3) 为 范 数 公 理 . 

在 线性 赋 范 空间 X 中 可 以 定义 距离 ，Y z 3E X, 定义 

dz DW= lz yl (3.1-1) 

不 难 证 明 , 由 (3.1 一 1) 式 定义 的  » 满 足 距离 公理 , 并 称 它 为 由 范 数 导 出 的 距离 . 
这 里 X 按 导出 的 距离 成 为 距离 室 间 . 

由 于 线性 赋 范 空间 是 距离 空间 ， 故 线性 赋 范 空 
伊 、 极 限 点 、 列 紧 、 可 分 等 概念 都 有 确切 的 定 
备 化 . 

定义 3.1. 2( 巴 拿 赫 (Banach) 空间 ) 设 XX 是 一 线性 赋 范 空间 ， 如 果 XX 按照 距离 
d( 三 1‖ 二 yl 是 完备 的 , 称 X 为 巴 拿 赫 空间 . 

在 第 二 章 2.2 节 中 所 列举 的 空间 中 , 在 熟知 的 加 法 、 数 乘 之 下 是 线性 空间 , 再 适当 地 
引入 范 数 就 构成 线性 赋 范 空间 . 

例 3.1.1 维 欧 氏 空间 R， 对 任何 =(n， 如 ,…， 志 ) ER 定义 范 数 


间 中 的 点 的 邻 域 、 开 集 、 闭 集 、 点 列 收 
， 不 完备 的 线性 赋 范 空间 也 可 以 进行 完 


a 


1xl=[ 鸭 1150] = 后 十 立 二 十 (3.1-2) 
容易 验证 | xl 满足 范 数 定义 的 条 件 (1)、(2),， 条 件 (3) 可 由 Minkowski 不 等 式 证 得 . 由 范 
数 导出 的 距离 为 
aw DD=1 =i) (3.1-3) 
前 面 已 证 R 在 此 距离 之 下 是 完备 的 , 所 以 R" 是 Banach 空间 . 
例 3.1.2 空间 A( p=1) 是 Banach 空间 ，Y z=(, BD ) (yy 
定义 
加 


(ay 十 


数 乘 ; Eh az 一 (oa ，aa any) 
容易 验证 在 加 法 、 数 乘 之 下 构成 线性 空间 . 在 上 中 定义 范 数 
1 zl =[(2 i) (3.1-4) 


不 难 验 证 (3. 1 -4) 式 满足 范 数 的 公理 (1)、(2) 、(3), 由 范 数 导 出 的 距离 是 
As y= ly = 1 1 (3.1-5) 


个 在 这 个 距离 下 是 完备 的 . 故 六 是 Banach 空间 . 
例 3.1.3 (La, 全 在 通常 加 法 、 数 乘 意义 下 构成 线性 空间 , 在 CLa, 问 上 定义 范 数 


1 zl = mas | A2| (3.1-6) 
可 以 验证 (3. 1 -6) 式 满足 范 数 公理 (1)、(2)、(3), 由 范 数 导出 的 距离 为 
Rr WB= yl = ml AD— AD] (3.1-7) 


CL a, 全 在 距离 (3. 1 -7) 式 之 下 是 完备 的 , 故 ([ a, 月 是 Banach 空间 . 
注 3.1.1 可 以 证 明 在 Ce， 铝 上 也 可 以 定义 范 数 


lz = 上 | Aolar (3.1-8) 
而 由 范 数 zl, 导出 的 距离 为 
d(x 3=] | Ap—xDld (3.1—-9) 
由 第 二 章 例 2.2.8 知 (La, 全 在 距离 di 之 下 是 不 完备 的 , 故 CLa, 全 在 范 数 1 zl 之 
下 不 是 Banach 空间 . 还 可 以 证 明 ([ a, 习 按 范 数 
1 xl:=(| 1 0 rad (3.1-10) 


构成 非 完备 的 线性 赋 范 空间 . 
例 3.1.4 设 上 [a, 且 ( p>1) 为 [a, 站 上 p 方 上 可 积 函数 的 全 体 , 其 中 几乎 处 处 相等 
的 函数 视 为 同一 函数 ,几乎 处 处 为 零 的 函数 看 作 零 元 ,对 通常 的 加 法 、 数 乘 LT a, 症 构 成 
线性 空间 . 在 L 和 a, 全 中 定义 范 数 
1zl=|(] 1 xD1"dd (3.1-11) 


容易 验证 | | 是 范 数 , 且 
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， vs 
dz 兄 =|(].! AD— X01 dd (3.1—12) 


为 导出 的 距离 , 由 定理 2. 2. 5 知 Le 月 是 Banach 空间 . 
线性 赋 范 空间 X 的 子 室 间 X 是 指 X 作为 线性 空间 的 子 空 间 , 并 且 X% 上 的 范 数 是 X 
的 范 数 在 X% 上 的 限制 , 若 X% 在 X 中 是 闭 的 , 则 称 X 为 X 的 闭 子 空间 . 


3.1.2 线性 赋 范 空间 中 的 极限 


关于 线性 赋 范 空间 中 点 列 的 收敛 性 及 有 关 概 念 , 只 要 在 由 范 数 导 出 的 距离 A 二 
1 下 yl 之 下 来 讨论 , 就 可 得 到 相关 定义 和 结果 . 

定义 3.1.3( 依 范 数 收敛 ) 设 X 是 线性 典范 室 间 , { 环 ) 是 X 中 的 点 列 ，zE X, 如 果 

liml mm 一 zl =0 (3.1-13) 

就 称 | 五 } 依 范 数 收 剑 于 式 简称 到 收敛 于 忆 , 记 为 lim zx 一 工 或 az(mco). 

显然 , 依 范 数 收敛 就 是 按 由 范 数 导出 的 距离 收 伍 。 

在 线性 赋 范 空间 中 ,关于 点 列 的 极限 ,有 以 下 性 质 . 

定理 3.1.1 设 义 是 线性 赋 范 空间 .{ 到 | ,1 yw)CX 

(1) 有 界 性 : 若 mxzorrcc),， 则 1 x1) 有 界 . 

(2) 关于 线性 运算 的 连续 性 : 若 二 工 yw YXorrcc)， 则 三 十 Terra 
(rro5) ,其 中 a 为 常数 . 

(3) 范 数 的 连续 性 : 范 数 1 zl 是 x 的 连续 函数 . 

证 仅 证 (1) 及 (3). 


(1) 由 于 
lal= mmr+rzla lanmzl+lzl 
取 于 1, 由 1 zx 一 xz] 一 0(m> 吕 ), i 帮 导 N 当 n> N 时 有 上 式 一 x1 二 1, 所 以 , 当 坟 NN 
时 , 有 1 五 1 过 1 zl 十 1. 取 MEmax(1 aa， 1 zx 上 zl 十 1), 则 对 每 


一 个 加 有 反 , 0) 一 | zl 夺 M, 妈 ‖ 式 | ) 有 界 . 
《3) 由 三 角 不 等 式 立即 得 到 


lal—lzlgla ozl 
1 zl 一 1 zx 入 1 zx 一 下 
从 而 有 
1 1 1 一 下 zl 过 1 一 zl 一 0 Nn 
于 是 
1 mm1 一 让 zl1 一 0 no 
即 lol 一 人 xl oo U 


定理 3.1.2 设 六 是 线性 赋 范 空间 ，d 是 由 范 数 导 出 的 距离 , 则 Y zy zsE X, o€E 
4 则 有 
(1) 平移 不 变性 : 
drt a yt 3)= dr (3.1-14) 
(2) 绝对 齐 次 性 ， 
dar, ay 一 | al dr» (3.1-15) 
59 


证 (1D) drt a, yt a)= (zt a) (yt a)l 

=| yl=dx » 
(2) dar, ad=) arayl=|dl yl=laddx » U 
例 3.1.5 数列 空间 人 第 二 章 例 2.1.7) 是 距离 空间 , 其 距离 为 


dz = 为 击 TH 
| 


| 五 一 站 | 
这 里 王 ( PB) 而 d(x， 不 满足 (3. 1 -15) 式 ， 
因此 d 不 是 由 范 数 导出 的 距离 ,从 而 S 不 是 线性 赋 范 空间 . 
在 线性 赋 范 空间 中 既 有 代数 运算 , 又 有 极限 运算 , 因此 可 以 引进 无 穷 级 数 的 概念 . 
设 wn， …， 友 ,是 线性 赋 范 空间 X 中 的 点 列 , 表达 式 


避 十 三 十 十 式 十 二 交工 (3.1-16) 


称 为 X 中 的 级 数 . 


5 二 十 加 十 "十 二 轩 式 
称 为 级 数 (3. 1 -15) 的 部 分 和 . 如 果 3 把 X, 使 得 1 8 一 51 一 0( wr> 呈 ), 则 称 级 数 收 化 于 
5 5 称 为 级 数 的 和 , 记 为 *= 2 也 


如 果 数 项 级 数 > 1 云 上 收敛 ， 则 称 级 数 五 绝对 收敛. 然而 , 当 且 仅 当 X 是 Banach 
空间 时 ,绝对 收敛 才 蕴 含 着 收敛 .参看 本 章 习题 9、10) 

定义 3.1.4( 绍 德尔 (Schauder) 基 ) 设 XX 是 线性 赋 范 空间 ,| ws) 是 X 中 的 一 个 点 列 . 
如 果 对 于 每 一 zE X, 存在 唯一 的 数列 w}, 使 


1 zx 一 (qq 十 ae 十 … 十 we)1 一 0 用- cc 


就 称 | 6)} 是 空间 X 的 一 组 Schauder 基 . z= 1 wev 称 为 z 关 天 ea) 的 展开 . 


例如 ,上 有 一 个 Schauder 热 ea) , 其 中 @ 三 (0, 0, …, 0, 1, 0, …)，w 的 第 ”个 坐标 
等 于 1, 其 余 坐 标 为 0. 

可 以 证 明 , 车 线性 赋 范 空间 X 有 一 个 Schauder 基 , 则 XX 是 可 分 的 线性 赋 范 空间 . 反 
之 不 真 . 确实 有 人 构造 出 没有 Schauder 基 的 可 分 空间 的 例子 . 


3.1.3 线性 赋 范 空间 的 完备 化 


定义 3.1.5( 线 性 等 距 同 构 ) 设 (X，|，1,),( 呈 ，1。1:) 是 同一 数 域 A 上 两 个 
线性 赋 范 空间 ,如果 存在 一 一 映射 了 入 一 半 , 满足 : 

(1) 线性 : Ym SEX w 捞 4 Tart py=al 十 HT 

(2) 等 距 : 1 Tzl :=1 zl 
称 X ,总 是 线性 等 距 同 构 . 并 称 映射 了 是 线性 等 距 同 构 映 射 ， 把 线性 等 距 同 构 的 空间 看 
作 * 同 一 "的 . 

定理 3.1.3( 完 备 化 定理 ) 设 XX 是 一 线性 赋 范 空间 , 那么 , 必 存 在 Banach 空间 Y, 使 
X 与 了 的 一 个 稠密 子 空间 Yi 线性 等 距 同 构 , 且 在 线性 等 距 同 构 的 意义 下 , 是 唯一 的 . 
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证 略 . 
例如 ，([ a, 总 在 1 zl := J | 了 让 1 dl 之 下 是 不 完备 的 , 而 (Cu 可, 1 。12) 
的 完备 化 空间 是 工 [ww 可 . 

3.2 有限 维 线性 赋 范 空间 


本 节 我 们 来 研究 有 限 维 线性 赋 范 空间 . 它 较 一 般 的 赋 范 空间 具有 较 多 的 优越 性 , 在 有 


限 维 空间 中 处 理 问题 会 很 方便 . 


3.2.1 n 维 线性 赋 范 空间 的 模型 
六 是 实数 域 RV 上 的 n 维 线性 空间 是 指 , 在 X 中 存在 "个 线性 无 关 的 元 素 (或 向 量 )， 
&， 使 对 任何 zxE X, 有 唯一 表达 式 
2 
' 纪 的 坐标 , 记 这 些 坐 标 构成 的 向 量 为 (5 ，&，…,&). 
基 时 , 对 X 中 的 每 一 点 x, 按 其 坐标 与 " 维 欧 氏 空 


和 


这 里 68,8,… ,所 称 为 关于，@ 
在 线性 代数 中 熟知 ， 当 X 取 
间 R 中 的 点 (5 ,5B，… 


def ~ 
(3.2—-1) 


Tr= T2560)= (SEs EE) 

可 以 证 明 了 保持 了 X 与 R 的 线性 结构 不 变 ( 证 略 ). 下面 证 了 关于 X 与 R 的 某 种 范 数 是 
保 距 的. 

设 1。 1 x 是 X 上 的 某 种 范 数 ，Y zE X,， T=(5 ,5,…, 5) 二 x 茎 R". 在 R" 中 定义 


实 值 函 数 为 
xlw= 1 Trlw= zlx (3.2—2) 


《1) 显 见 1 xl ww 三 0, 且 
def ~ 
1 xl ww 三 0< 一 rlx=0 r=0 6, 6. x=0 


(2) EA, xER', 
lalw = Tarzlw = | Nadlw 


= Jarlx=| el | zlx=| el | xla" 


(3) VE ER | xtyle= | Trt Tyla" 
=1 Nztylw=lrtylxsl zlxt lylx 


= x yn 


故 | zl w 是 R" 中 的 范 数 . 
反之 , 设 1 。， lw 是 R" 中 的 菜 一 个 范 数 , Y x= (5，5，…，5) ER', T'7= 
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工 一 pa 5e， 则 1 zl x= 1 xl w 是 X 中 的 范 数 .因此 工 是 线性 保 距 同 构 的 ， 从 而 可 得 . 


定理 3.2.1 设 义 是 (实数 域 R 上) 有限 维 ( n 维 ) 线 性 赋 范 空间 , 则 X 与 R"( 在 某 种 
范 数 下 ) 线 性 等 距 同 构 . U 

注 3.2.1 定理 3.2.1 是 说 , 对 于 任何 有 限 维 ( mn 维 ) 空 间 X, 都 可 以 把 R 看 作 X 的 
“模型 ”还 可 以 得 到 , 任何 有 限 维 线 空 赋 范 空间 都 是 完备 的 . 


3.2.2 范 数 的 等 价 性 
在 同一 线性 空间 中 , 可 以 定义 不 同 的 范 数 ， 例 如, 在 R 中 ,可 定义 : 


Vx= (4, a m) ER 
I xl:= (2 1) 
xl 一 之 1zl 

1 zl 一 max| zl| 


在 同一 线性 空间 引入 两 个 不 同 的 范 数 | 。 11，| ，1:, 这 两 种 范 数 定义 的 收敛 是 否 
相同 , 是 值得 研究 的 问题 .为 此 给 出 两 范 数 等 价 的 概念 . 

定义 3.2.1( 等 价 范 数 ) 设 1|，1,， i ， |: 是 同一 线性 空间 X 中 的 两 个 不 同 的 范 
数 . 如 果 由 1 云 上 1 一 0 二 | 云 1 上 :一 0, 则 称 范 数 上 1 。 1 比 1。，1: 更 强 , 如 果 1。1 比 
1 。1: 更 强 , 且 1。1: 比 1。1， 更 强 , 称 1。1, 与 1。1 ;等 价 . 

定理 3.2.2( 范 数 等 价 的 充 要 条 件 ) 线性 空间 X 中 两 个 范 数 1 。， 1 与 1。，1， 等 价 
< 一 存在 a, 5 均 为 正 数 , 使 Y xE X, 有 

al zls 和 过 1zl bl zl: 《3.2-3) 


证 “一 易 证 ( 略 ). 下 证 ->. 用 反 证 法 , 设 对 任何 正 数 w & (3.2 -3) 式 不 能 对 zE X 的 
一 切 z 成 立 . 为 确定 起 见 ， 可 设 (3. 2 - 3) 式 右边 不 等 式 不 能 对 一 切 zE X 成 立 , 即 Y mm 
TEX, 使 1 袜 上 二 ml 二 1 也 就 是 

lalsl 
Taly<% 
邻 志 = 一 全, 则 | 坟 1 二 人 loreoo); 但 1 王八 = 卫 21 一 1--0 
EE Til Tz 
Carmoo) ,这 与 1 ， 1 与 1 。1 ;等 价 相 矛 盾 ， 所 以 (3.2 -3) 式 成 立 . U 


3.2.3 有限 维 线性 赋 范 空间 的 性 质 


定理 3.2.3( 范 数 等 价 ) 设 XX 是 有 限 维 线性 赋 范 空间 , 则 X 上 的 任何 范 数 都 等 价 . 
证 分 两 步 来 证 : 第 一 步 证 X 上 的 任何 范 数 都 与 X 上 某 一 范 数 1 "1 ,等 价 , 第 二 步 
证 明 X 上 的 任何 两 个 范 数 等 价 . 


人 DD 设 a，e，…, we 是 X 的 一 组 基 , 则 Y zxE X z 可 唯一 地 表示 为 <= > se 取 定 


X 上 的 一 个 范 数 1 zl 二 pa 151. 对 X 上 的 任何 范 数 1。1 ,证 1。1 与 1。1， 等 
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1 zl = 1 之 se1 sol sel 二 lsl lel 


<mxlel 2 5l= 6 15l= 6 zl, (3.2-4) 
ey | 了 | 
这 里 一 Pax1 el. 
另 一 方面 , 记 
1 zl 一 1 2)5e1 王 天 有 和， &) 
3 


由 (3.2-4) 式 知 ， 凡 5，5,，…，5) 是 R'( 在 范 数 1|。1, 下 ) 的 非 负 连续 函数 , 故 f 在 R 
的 有 界 闭 集 S={ x | 1 x* 1,=1,xER) 上 有 最 小 值 w 由 于 零 元 0€ S, 故 心 0，Yz= 


Ssee X，z 关 0， 令 


则 一 上 (5,s,…w, &) E€ S, 所 以 1 之 a 从 而 -LIL > w 即 
Zi15| 之 ;15 


al zl | zl (3.2 -5) 


结合 (3.2 -4)、(3.2-5) 式 有 
al zl 1 zl blzls 
从 而 1。1 与 1。1， 等 价 . 
(2) 设 1， 1 ，1，1* 是 X 上 的 任意 两 个 范 数 , 由 (1) 知 , 存在 a， 4 ，&，4{( 均 为 
正 数 ), 有 
al1zls 和 1zli 和 Alzlv 
&1zlvs1zls 近 41zlv 
从 而 有 


b 
人 Elzaelrl < lrl: ll ll 


至 1 zl sl zs 世人 | zl 
1 a 


所 以 1。1 与 1。1 :等 价 . U 
注 3.2.2 有 了 定理 3.2.3 的 结论 , 在 有 限 维 空间 讨论 极限 问题 时 可 以 任意 选取 不 同 
的 范 数 , 它们 的 收敛 效果 是 一 样 的 . 
定理 3.2.4( 列 紧 的 充 要 条 件 ) 设 X 是 线性 赋 范 空间 , 则 X 的 维 数 有 限 守 过 X 中 的 每 
个 有 界 集 必 是 列 紧 集 . 
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证 一 设 X 是 有 限 维 的 , 则 可 以 用 R 作 X 的 "模型 因 R 中 的 有 界 集 是 列 紧 的 ， 
故 X 中 的 有 界 集 也 列 紧 . 

三 设 S 是 X 的 单位 球面 ，S={ 才 1 zl =1，zE XX), 由 于 S 是 X 中 的 列 紧 集 , 故 对 
三 1/2，S 存 在 有 限 网 A,={ na， zw)CX, 今 


F= span 4 Bre, av ={ Danla€ A ne€ A 
各 


显 见 了 是 X 的 N 维 子 室 间 ( 维 数 可 能 小 于 N). 下 证 F= X 用 反 证 法 . 设 F 关 X 则 
3 wa€E X— F, 注意 为 的 闭 集 ( 有 限 维 子 空间 完备 ), 故 有 


dm, PD=ipfl a— yl =a>0 

由 确 界定 义 知 3 wE F, 满足 
o<15 一 1< ao+ 去 o= 羡 a 

一 人 一 

再 由 Tw 二 ms 故 习 Eh, 有 T 3 一 记 


a< leal=ly—ly—wla—al 
3 一 瑟 全 PD | 
= 1 3 一 1 1 了 二 训 T 一 为 1 二 名 a* 计 = 了 4 

这 是 一 个 矛盾 . 故 F= X, 即 X 是 有 限 维 的 . U 


值得 注意 的 是 : 有 界 集 是 列 紧 的 结论 为 有 限 维 空间 所 独 有 .作为 定理 3. 2. 4 的 等 价 命 
题 有 : 车 X 是 无 穷 维 (不 是 有 限 维 ) 的 线性 赋 范 空间 , 则 至 少 有 一 个 有 界 集 4 不 是 列 紧 集 . 
还 可 以 进一步 证 明 如 下 定理 . 

定理 3.2.5 若 X 是 无 穷 维 的 线性 贱 范 室 间 , 则 X 中 的 闭 单位 球 不 是 紧 集 . 

为 了 证 明定 理 3. 2.5, 需要 证 明 如 下 的 引 理 . 

引 理 3.2.1(F,Riesz) 设 A 是 线性 典范 空间 X 的 闭 子 空间 ，A 天 X, 则 存在 xE X' 使 


1 zl =1, dx, 八大 证 


证 取 yEX-A, 则 二 dy, 入 >0( 因 yE A 且 A 闭 ). 取 aE A 使 | yal 二 
28 令 王 ( 一 O11 一 al, 则 1 zl=1. 故 


dz N= dA)= 


Ty—al” 


乒 y 一 a 和 肪 (绝对 齐 次 性 ) 


T y— all 


守 = 不 
TT 及 > 区 = 坪 (平移 不 变性 ) UI 


下 面 证 明定 理 3. 2.5. 
因 X 是 无 穷 维 ， 则 X 必 有 线性 无 关 的 无 限 序列 式 ), 令 


X, = spanl 4 Bs, Zo) 
则 X,。 是 义 的 n 维 闭 线性 子 空间 , 且 有 X.C Xi，X 天 XJ 1, 2,…, 由 引 理 3. 2.1 
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知 存在 WE Xo wy1 =1, df yw，X) 三 二，r=1, 2，…, 显然 有 


2 
上 一 1 宇 击 天 1 
故 点 列 ! %} 没有 收敛 子 列 ， 因此 X 的 单位 闭 球 B(0,1) 不 是 紧 集 . U 


注 3.2.3 由 定理 3.2.5 的 证 明 可 以 看 出 : 无 限 维 空间 中 的 单位 球 是 非 紧 集 ， 因 闭 球 
可 以 通过 平移 与 相似 变换 相互 转化 , 而 这 些 变换 并 不 改变 紧 性 , 所 以 无 穷 维 空间 的 任何 闭 
球 都 是 非 紧 集 ， 又 可 推出 ,无 穷 维 空间 中 的 含 内 点 的 集合 是 非 紧 集 ， 由 此 可 见 , 在 无 穷 维 
线性 赋 范 空间 中 紧 集 其 为 稀少 , 这 也 正 是 在 无 穷 维 空 间 中 处 理 数学 问题 困难 之 所 在 . 


3.3 ”内 积 空间 与 希 尔 伯 特 空间 


在 前 两 节 中 我 们 研究 了 线性 赋 范 空间 ， 所 谓 线性 赋 范 空间 , 就 是 在 线性 空间 中 , 给 向 
量 赋予 范 数 ， 即 规定 了 向 量 的 长 度 , 而 没有 给 出 两 向 量 之 间 的 夹 角 . 我 们 知道 , 在 网 氏 空 
间 中 ,向量 不 仅 有 长 度 ( 模 ) , 两 向 量 间 还 有 夹 角 , 特别 是 有 了 直 交 概念 之 后 ,由 它 可 以 得 
到 勾 股 定理 、 直 交 投 影 等 . 两 向 量 的 夹 角 与 内 积 密切 相关 .本 节 要 把 内 积 概念 推广 到 一 般 
的 线性 空间 ,而 得 到 内 积 空 间 , 它 是 线性 代数 中 欧 氏 空间 的 自然 推广 . 


3.3.1 内 积 与 内 积 空 间 


定义 3.3.1( 内 积 与 内 积 空间 ) 设 UU 是 数 域 A 上 的 线性 空间 , 定义 映射 (。，。*); 
UX Um> A, 对 任何 z，3% xEU， aE A, 满足 ; 


(1) (zty 3=(x D+(y% 2 
(2) (em d=dx, 2 
(3) (x D=Tw TD 


(4) (7x, D0, (xz, D=0 =0 
则 称 ( 痉 电 为 zy 的 内 积 , 定义 了 内 积 的 线性 空间 UU 称 为 内 积 空间 . 
通常 称 条件 (1)、(2)》、(3)、(4) 为 内 积 的 四 条 公理 . 
当 数 域 4 是 实数 域 时 , 内 积 空 间 U 称 为 实 内 积 空间 ; 当 A 是 复数 域 时 , U 称 为 复 内 积 


空间 . 
由 内 积 公 理 不 难 推 得 ; Y x, 》%» xEU, wm 大 4 有 
(1) (art py 2=a » 2 
(2) (x aytp2= B+ 有 D1 ( 当 ER' 时 ， 叶 ww 三 及 
《3) (x ea 有 一 om YW. 


这 说 明 内 积 对 于 第 一 变 元 是 线性 的 , 对 第 二 变 元 是 共 思 线性 的 . 
车 无 特别 声明 ,U 表示 复 内 积 空 间 . 
在 UU 中 , 若 令 
lzl=(n 2D™ (3.3-1) 
则 器 为 线性 赋 范 空间 ， 要 证 (3. 3 -1) 式 确 为 范 数 , 需要 以 下 引 理 . 
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引 理 3.3.1(( 许 瓦尔 兹 (Schwarz) 不 等 式 ) 设 U 是 内 积 空间 , 则 Y 二 EU 有 


l(a DI lzllyl (3.3-2) 
证 YXEA. 则 
(z+ Ay, r+ AN 三 0 
或 
(mn DHFRBDW+XY D+ A (Cy WE0 
当 y=0 时 ,(3.3 一 2) 式 显然 成 立 ; 当 :号 0 时 ， 取 和 一世 全 . 有 
二 RE 及 上 让 (于 及 PC 另 三 0 
(yy (y 
即 
一 Ls 2 > 
(yy 
故 


I(n DIS(r Dy 
两 边 开 方 , 得 (3.3 - 2) 式 . U 
下 面 证 明 由 (3.3 -1) 式 定义 的 1 。 | 是 范 数 . 容易 验证 满足 范 数 公理 的 (1) 、(2). 下 
证 满足 三 角 不 等 式 . Y z，yE U. 由 (3.3-2) 式 , 有 
1 zt yl =|I(rty rtyl 
=| (zx z+ D+ zt yl] 


SlCr rt lt zt yl 
zllztyl+t+lyl lztyl 
= 人 (1 zl+t+ yl) zt yl 
故 
lztyll zl+t+lyl U 


由 此 可 知 , 任何 内 积 空间 都 是 线性 赋 范 空间 ,并 称 由 (3.3 -1) 式 定义 的 范 数 是 U 中 由 
内 积 导 出 的 范 数 , 这 里 由 范 数 导出 的 距离 为 
FF 3 (3.3-3) 
根据 Schwarz 不 等 式 容易 推 得 : 内 积 ( z，» 是  y 的 连续 函数 .事实 上 ， 设 ( 忒 )， 
{ %} 是 口中 的 点 列 ， 分 别 收 剑 ( 依 范 数 收 敛 ) 于 五 ， YE U 于 是 有 


| (zyo) 一 (2 3)》| | (x %) 一 《而 ， 丸 ) + (mY) 一 ( 琴 ，3) | 


li—allyltlally— yl 0 me 
这 里 用 到 了 收敛 点 列 必 有 界 的 结论 . 
定义 3.3.2( 希 尔 伯 特 ( Hilbhert) 空 间 ) 设 口 是 内 积 空间 , 车 U 按 由 内 积 导 出 的 范 数 
1 zl =( zx， 力 " 成 为 Banach 空间 , 就 称 U 是 Hilbert 空间 , 记 为 及 
例 3.3.1 在 4( 实 的 或 复 的 ) 中 定义 内 积 ，Y x=( a (yy 
WEA, 
(P= 2 ay (3.3—4) 
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容易 验证 (x 罗 满 足 内 积 公 理 (1) 一 (4)， 从 而 人 是 内 积 空间 . 由 内 积 导出 的 范 数 为 
1 xl = (am = (Dm) = (B10) (3.3-5) 
由 内 积 导出 的 距离 为 | | 
二 Ce (3.3-6) 
人 在 范 数 (3. 3 -5) 式 下 是 Banach 空间 , 所 以 4 是 Hilbert 空间 . 
例 3.3.2 在 /一 (zl z=(# 2) 加 | 加 | 十 >， 为 复数 ) 中 定 
义 内 积 .VY 2 王 ( 有 EF 定义 
(x Y= Py (3.3-7) 
由 Cauchy 不 等 式 有 
Im 931=|Ban|s (Bor) (Ba 


可 知 (3. 3 -7) 式 有 意义 , 并 可 验证 (二 几 满 足 内 积 公 理 , 帮 是 内 积 空间 .由 内 积 导出 的 
范 数 和 距离 分 别 为 


lzl = [Bia (3.3-8) 


kz 93= (B12) (3.3—9) 
由 本 章 例 3.1.2 知 ?是 Hilbert 空间 . 


例 3.3.3 [a, 癸 表 示 [ a, 铝 上 平方 了 可 积 复 值 函 数 的 全 体 ，Y zx，yE 万 [ww 司 ， 
定义 


( »=| oxo dt (3.3—10) 

可 以 验证 [a, 问 是 内 积 空间 , 由 内 积 导出 的 范 数 和 距离 分 别 为 
1 zl =| 呈 AD (3.3-11) 
dz 9=|(] 1 x0— xo jd (3.3—12) 


易 见 上 [ w 司 是 Hilbert 空间 . 
已 经 指出 : 内 积 空间 必 是 线性 赋 范 空间 ,自然 要 问 : 线性 赋 范 空间 是 否 是 内 积 空间 呢 ? 
答案 未 必 成 立 , 我 们 有 以 下 的 定理 . 
定理 3. 3. 1( 线 性 赋 范 空间 成 为 内 积 空间 的 充 要 条 件 ) 线性 赋 范 空间 XX 成 为 内 积 空间 
< 一 范 数 | ， 1 对 一 切 六 YE X 满 足 
1 xz+y 有 十 1z 一 3 全 一 21z 人 十 21 yl (3.3—13) 
称 (3. 3 -13) 式 为 平行 四 边 形 公式 (或 称 为 中 线 公式 ). 
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证 一 可 通过 直接 计算 而 得 到 . 设 X 为 内 积 空 间 , 则 


1 zxz+ yl t+la— yl =(zty r++ y ry 


=(z t+ t+ 7 DB—(y ry 
=TIT D+ y +i D—tr yy 
= (Trt D+ DJ D+TCrT B(x » 
= (2 D+(2y, 肥 
一 当 X 是 实 线性 赋 范 空间 时 ， 


2(C7 D+2y DW=2) zl 十 21231 


Cn 2 =F et yl 1 1) (3.3-14) 
当 XX 为 复 空间 时 , 定义 
(ny = 二 1 zxz+ yl — lz yl')+ i 1 ztiyl’ — | z—iyl’) 
(3.3—15) 
U 


当 范 数 满足 公式 (3. 3 -13) 时 ,可 以 验证 ( 二 》 是 内 积 (验证 略 ). 


注 3.3.1 由 定理 3. 3.1, 车 线性 赋 范 空间 X 的 范 数 不 满足 平行 四 边 形 公式 
(3.3-13), 则 X 上 不 存在 这 样 的 内 积 , 使 得 由 内 积 导 出 的 范 数 就 是 X 上 的 给 定 范 数 . 


例如 ，C[ a。 问 不 是 内 积 空间 , 其 中 范 数 为 1 zl = ma | xD1. 


实际 上 , 取 二 1， = 磊 2 则 1 z=1 y=1, 而 
td i a 
zy=1+ 天 2 xz 一 3 一 1 一 天 2 
t—a 
lt yl = ms|+ 丰 人 =。 
[一 a 
一 一 二 吉 
1 sl = 5 在 引 -= 
于 是 
lzt yl + lz yl =5,21zl+lyl)=4 


故 范 数 不 满 足 平行 四 边 形 公式 ,所 以 CL a。 避 不 是 内 积 空间 . 
3.3.2 正 交 与 正 交 分 解 


定义 3.3.3( 正 交 性 ) 设 U 是 内 积 空间 , z, JE U, M, N=U. 

(1) 车 ( zx =0, 就 称 x 与 y 正 交 , 记 为 zL wm 

(2) 著 Y yE M (开罗 =0, 则 称 z 与 M 正 交 , 记 为 xl Ms 

(3) 著 Y xzE MY 3yE N 有 (z=0, 称 M 与 N 正 交 , 记 为 ML N 
定理 3.3.2( 勾 股 定理 ) 若 zl y 则 


lzt yl = zl + lyl 
证 因为 zxL y, 所 以 (x =0， 
zt yl 一 (z+ z+ 


一 (五 DHT WHE D+ DY 
一 1 zl 十 1 3 
68 


《3.3 一 16) 


注 3.3.2 在 一 般 的 内 积 室 间 UU 中, 如 果 (3.3 -16) 式 成 立 , 未 必 有 ZL x 事实 上 , 由 
1 zt yl 三 1 zl 十 | y1 十 2Re( zx 咏 可 得 Re( mm 兄 一 0, 即 在 (3. 3 -16) 式 成 立时 , 仅 
能 保证 内 积 的 实 部 为 零 ， 不 能 保证 内 积 为 零 , 故 未 必 有 ZL yx 特别 当 U 为 实 的 内 积 空间 
时 ，zlL Ye 一 (3.3-16) 式 成 立 . 

定义 3.3.4( 正 交 补 ) 称 U 中 一 切 与 MCU 直 交 的 元 素 组 成 的 集合 叫做 M 的 正 交 补 ， 
记 为 M . 即 有 

M={x| rl M, ze 中 (3.3—17) 

由 正 交 补 的 定义 , 显 见 正 交 补 有 如 下 的 性 质 . 

(DU ={0),10) -=U 

(2) 设 M 是 非 空 的 线性 子 空间 ,MU, MI M = 0)， 

(3) M 是 U 的 闭 线 性 子 空间 . 

证 结论 (1)、(2) 显 然 成 立 , 仅 证 (3). Y mm yEM ,a 上 号 4 x 把 M, 有 (x, 3=0, 
(% 3=0, (artpy, d=dz D+ YD=0, art pyl sartpyE M, 故 M 是 
UU 的 子 空间 . 


故 EM ,所 以 M 是 U 的 闭 子 空间 . | 

定义 3.3.5( 正 交 分 解 ) 设 M 是 内 积 空间 U 的 线性 子 空间 ，xE U, 如 果 存 在 waE M， 
xE AM- , 使 得 

T= 而 十 < 《3.3 一 18) 

则 称 五 为 z 在 M 上 的 正 交 投影 , (3. 3 -18) 式 也 称 作 z 的 正 交 分 解 . 

定理 3.3.3( 投 影 定理 ) 设 M 是 Hilbert 空间 及 的 闭 线性 子 空间 , 则 万 中 的 元 素 
在 M 中 存在 唯一 的 正 交 投影 , 即 存在 唯一 的 waE M，xE M ,满足 (3. 3 一 18) 式 . 

证 YzxEH, 令 

dz MD) = ipfl 7 yl = a>0 


则 存 胡 wx}C M, 使 得 1 wx 一 zl 一 arrc=). 可 启 %)} 是 M 中 的 基本 列 . 实际 上 , 对 任何 
mn 有 让 (EM. 


Ee 


由 中 线 公 式 (3.3 -13) 式 , 有 
O01 yl = D+ 


= (wo 人 D+ yl +l(w—D 


一 《0 
=21y%— zl +2lz— yl (w+ —2zl 
S21 yw—zl +2l yw— rl dd 0 mane 
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故 | %} 是 M 中 的 基本 列 . 由 M 闭 可 知 M 是 甩 的 完备 子 空间 , 故 存在 mE M 使 
nro), 则 =ipbl or yl. 

记 汪 = 名 则 z= 十 zx 下 证 xL M 

YE M, (JyE0), YAE Ah, 及 十 AyE M, 则 
Iz—Cnt+aDl = (7 a)— hy (2— 1)— A 
一 而，Z 一 而 ) 一 ((z 一 前 )，My) Ay (7 5) | EC 力 
= d—2ReLX zx— nn, DJ+IAL HN yl’ 


特 取 二 车 7, 代 人 上 式 有 
即 ( 盖 五 ,=0, 故 寺 ( 帮 五 )|M 
最 后 证 明 分 解 式 的 唯一 性 ， 只 需 证 明 0 的 分 解 是 唯一 的 . 设 0 二 十 a,， 有 aEM, 
aEM., 则 
0=(0, a)=(n, a)+(a, a)=1al +0=1al’ 
故 五 =0, 从 而 a 二 0, 即 0 的 分 解 式 唯一 . 十 | 


注 3.3.3 由 定理 3. 3. 3 的 证 明 过 程 易 知 , 只 要 M 是 果 的 完备 子 空间 , 而 刀 本 身 不 
完备 , 定理 的 结论 也 成 立 . 


3.4 ”内 积 空间 中 的 傅立叶 级 数 


在 R 中 , 有 三 个 相互 正 交 的 单位 向 量 e= 1, 0, 0), e@e={ 0, 1, 0)}, @=(0, 0, 1), 
有 了 这 三 个 向 量 , 则 对 任何 向 量 aq 有 唯一 的 分 解 式 
a= aa 二 we 十 ae (3.4-1) 
其 中 , a 二 ( qa, @),@ 二 (a，e), @ 二 (qa,，@). 这 里 用 到 了 向 量 的 正 交 性 . 在 内 积 空间 中 ， 
我 们 有 了 正 交 的 概念 , 设法 把 内 积 空间 中 的 元 素 表示 成 如 同 (3.4 -1) 式 的 表达 式 , 将 会 是 
十 分 有 意义 的 事情 . 


3.4.1 标准 正 交 系 


定义 3.4.1( 标 准 正 交 系 ) 设 U 是 内 积 空间 ,| 6) 是 口中 的 点 列 , 若 满足 ， 
过 (3.4-2) 
1 i=j 
则 称 ( &) 是 U 中 的 一 个 标准 正 交 系 . 
例如 ，a 一 (1, 0,，…, 0，…)，e=(0，1,…， 
… 是 上 中 的 标准 正 交 系 . 
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再 如 ， 
雇 . 关 oo 天 sm 4 
村 

是 请 [一 x, J 中 的 标准 正 交 系 . 

标准 正 交 系 有 如 下 简单 性 质 - 

《1) 标准 正 交 系 a} 是 线性 独立 系 ， 即 | e} 中 任何 有 限 组 是 线性 无 关 的 .事实 上 , 设 
1 ， 加 ) 是 6) 的 任 一 有 限 组 , 如 果 

qq 十 a 十 十 qe 二 0 


则 对 每 一 产 1,， 2,，…，A 有 


(3.4-3) 


0=(0 0) = [De %)= a0, aa) 一 
这 表明 | @ ，4，…， ) 线 性 无 关 ,， 故 “)} 是 线性 独立 系 . 
《2) 对 内 积 空 间 中 的 任何 线性 独立 系 ， 都 可 以 应 用 格拉 姆 一 施 密 特 (Gram - Schmidt) 
正 交 化 过 程 得 到 标准 正 交 系 , 即 有 下 述 定理 . 
定理 3.4.1( 正 交 化 定理 ) 设 | 忒 } 是 内 积 空间 U 中 的 任 一 线性 独立 系 , 则 可 将 却 ) 用 
Gram -Schmidt 方法 标准 正 交 化 为 标准 正 交 么 6) , 且 对 任何 自然 数 有 


名 二 了) 成 "机 (3.4-4) 


yi 


有 spanl a .6)}=spanl Hr 
证 因为 | 去 ) 是 线性 独立 系 , 所 以 天 0 
大 


“TaT 
则 
lal =1 
再 将 五 在 由 4 所 张 成 的 子 空间 M 上 作 正 交 分 解 : 
B=(B, a) 二 


其 中 = 一 (wa)a. 由 于 w ,a 线性 无 关 , 因而 u 隆 0 且 wE M (事实 上 , (4, a) 
(2, 4) 一 (2, qa)(a, a) 二 0), 即 ww| 4, 再 令 
_ 
lall 
则 
lel=1 
显 见 e 是 ,如 的 线性 组 合 , 且 ee. 
再 将 五 在 由 a，e 所 张 成 的 子 空 间 M 上 作 正 交 分 解 : 
=n 4) qt+(s, e)et+uy 
易 知 二 五 一 (五 ，4)8 一 (五 ， 6) 4 天 0, 且 wEM. 今 


a 一 lael=1 


u 
TaT' 
4 是 五 ， 王 ， 五 的 线性 组 合 且 es 上 e， eal a. 
应 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 ,， 对 每 一 个 
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pt 本) 人 
不 是 零 向 量 且 & 与 ，e, …，e._ 都 正 交 , 取 


i 由 
=Tar 1el1=1 
显然 
B= WO de= Dr, etlule Ze 
反之 容易 看 出 , & 是 wn ，z,，…，z, 的 线性 组 合 , 从 而 (3. 4 -4) 式 成 立 . U 


例 3.4.1( 勒 让 德 (Legendre) 多 项 式 ) [一 1, 1] 上 的 连续 实 值 函 数 的 全 体 CE 一 1, 1]， 
按 内 积 


' 
(x 2=| AAD dt 


构成 一 实 内 积 空间 U, 而 口 的 完备 化 空间 为 实 希 尔 伯 特 空间 了 [一 1, 1]. 令 a=1, 了 一 
[一 1, 1, 则 二 是 一 列 线性 独立 系 . 利用 Gram -Schmidt 方法 得 到 标 
准 正 交 系 | @), 具体 计算 可 取 : 。 二 


9 一 = = 
EL Mm—(2, oe)e=t, a ToT 


JE 类 似 地 , 可 得 e 一 抬 .3si-v， …。 一 般 地 , 可 以 求 出 


也 (六 n= 1, 2, 3，… (3.4-5) 


其 中 PD 二 如 [6 一 上 DI， PD 称 为 # 阶 的 Legendre 多 项 式 . 4 PC 0) 在 [一 1， 
世上 是 标准 正 交 的 . 写 出 PCD 的 前 六 项 为 : 

Plp=1 

Pl(D=t 


PD=1i 


P(D=4(57—3D 
P(D= 5 —30 +3) 
PCD 一 二 (631 一 707 十 150 


3.4.2 傅立叶 级 数 及 其 收敛 性 


定义 3.4.21( 傅 立 叶 (Fourier) 级 数 ) 设 U 是 内 积 空间 , | s) 是 吕 中 的 标准 正 交 系 ， 
xE U, 称 内 积 
oo= (zx, 6) k=1,2,3,. 《3.4 一 6) 
为 x 关 升 e) 的 傅立叶 系数 ,并 称 
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= Da aa (3.4-7) 
为 xz 关 升 e) 的 傅立叶 级 数 . 
注 3.4.1 微 积分 中 的 傅立叶 级 数 是 上 [一 x, xz] 上 关于 { e} 的 傅立叶 级 数 . 这 里 


eo= 长. 6 二 cm 天 so 2 Ce er 下 


1 
ea, 一 下 sinmz 
到 


避 
定理 3.4.2 设 U 是 内 积 空间 ,{ 6) 是 U 的 标准 正 交 系 , 取 定 ey ，w , …， ww El e)， 
记 Aspan 6 ，e ye， ) 为 由 ww ，a ， …，w 张 成 的 大 维 子 空间 ,Y xE UU 


= ee (3.4-8) 


是 z 在 M 上 的 正 交 投影 . 

证 由 于 M 是 U 的 k 维 子 空间 , 故 M 是 U 的 闭 的 线性 子 空间 , 亦 即 M 作 为 内 积 空间 
是 完备 的 . 由 投影 定理 知 z 在 M 中 存在 唯一 的 正 交 投影 。 下面 验证 a 是 z 在 M 中 的 正 交 
投影 . 

由 于 


， 
(n= Pn ee eo) =n ee) 了 1 2 
a 
故 有 


(z 一 两 ,aa) 一 (一 (5 6)=0 


4 
YEM, 则 y= ee ae 4, 上 且 有 
4 
(zxz— a =a n,%)=0 
| 


这 说 明 ( zw)| M, 所 以 五 是 在 M 上 的 直 交 投 影 . U 
定理 3.4.3( 最 佳 逼近 定理 ) 设 “}) 是 内 积 空间 U 的 标准 正 交 系 ，zE U, 1 o) = 
{Cz 对 1,， 2 …， 六 则 对 任何 数组 ae，e,，…，a}，aEA, 有 


[ED (3.4—9) 
1 i 


证 记 芭 = > ae 由 定理 3.4.2 知 , 五 是 z 在 M,= span aa，e,…，e} 中 的 正 交 


投影 , 则 zx = xz 一 GaEM .而 
,= enEM 
故 
五 一 工 = 2 (oa 一 oaee M 
应 用 勾 股 定理 有 
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Tz Yaal =| t+(n— zl 
| 


lz—zl tla—al’ 


=1 二 oa + tz 
Py U 

注 3.4.2 (3.4-9) 式 说 明 ， 当 用 ”个 标准 正 交 向 量 的 线性 组 合 来 逼近 局 的 向 量 x 
时 , 只 有 取 系数 为 傅立叶 系数 , 逼近 程度 最 好 . 


下 面 的 定理 刻画 了 傅立叶 系数 的 某 些 性 质 . 
定理 3.4.4( 贝 塞 尔 (Bessel) 不 等 式 ) 谢 “)} 是 内 积 室 间 U 的 标准 正 交 系 , 则 Y xzE 局, 


a=(zm a), 有 
lol<lzl’ (3.4—10) 


(3.4 -10) 式 称 为 Bessel 不 等 式 . 
证 令 世 = > a@， 由 定理 3.4.2 知 ,( x 一 zx) | x,, 由 勾 股 定理 有 


日 3 2 
1 zl = (ra)+rl = za +lal 1 al 


lol = = (60 >» ae] 


一 py 2 G0 G0|= > > Go 6, a) 
= Zoo = » lal’ 
于 是 有 
世 lol glzl’ 
令 me, 则 有 
Siol slal’ 
注 3.4.3 由 定理 的 证 明 , 得 到 一 个 常用 的 公式 
lial'= 之 lal 
由 定理 3.4.4 可 知 ，Y xE U，z 的 傅立叶 系数 | 6) ={( za)) 是 平方 可 和 的 , 即 


1 ojE 7. 写成 如 下 推论 . 
推论 3.4.1 设 e} 是 内 积 空间 U 中 的 标准 正 交 系 ，xE U, 1 oj 二 | ( xz 6)) 是 传 里 叶 


系数 , 则 o) Ef. U 
由 定理 3.4.2 知 , 当 zE U, 对 任何 


z= 2 aa 


(3.4 一 11) 
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是 z 在 M.=spanl ae，e, …，ej 中 的 正 交 投影 . 定理 3. 4. 3 说 明 ,五 较 M, 中 其 它 元 ?更 
接近 于 zx, 即 五 到 工 的 距离 最 小 自然 要 问 ; 当 wr> 时 ，z 是否 收 化 于 < 呢 ?也 就 是 工 
的 傅立叶 级 数 是 否 收敛 于 x? 下 面 来 讨论 这 一 问题 . 

定理 3.4.5( 傅 立 叶 级 数 收 钱 的 充 要 条 件 ) 设 ( “) 是 内 积 空间 U 的 标准 正 交 系 ， 
XEU, 则 z 关 刊 ej) 的 傅立叶 级 数 收 敛 于 xz- 一 公式 


1z 有 一 2)191 (3.4—12) 
名 
成 立 ， 称 (3.4 -12) 式 为 巴塞 弗 (Parseval) 公式 . 
证 取 云 = > 66, 则 二 | ,由 勾 股 定理 及 (3.4 一 11) 式 可 得 


lz—-2Foml’ =z-al =z lal 


= zl —»y1lal 
从 而 
limz= < liml 2 Fool =01z = lal U 


我 们 知道 , 对 于 " 维 欧 氏 空间 而 言 , 如 果 基 向 量 的 个 数 小 于 内 则 空间 中 的 一 些 向 量 
就 无 法 用 这 些 基 向 量 的 线性 组 合 来 表示 .此 时 可 认为 基 向 量 没有 选 “完全 ". 只 有 基 向 量 的 
个 数 等 于 m 才能 认为 基 向 量 是 完全 的 . 对 于 一 般 的 内 积 空间 区 维 数 无 限 ), 如 何 确认 其 基 
向 量 是 否 完全 呢 ?为 此 引入 以 下 定义 . 

定义 3.4.3( 完 全 性 ) 称 内 积 空间 U 中 的 标准 正 交 系 ( 6) 是 完全 的 是 指 : 在 U 中 没有 
与 所 有 e。，; 三 1,，2, 3,… 都 正 交 的 非 零 元 素 . 也 就 是 说 , 如 果 ZzL ae， 天 1, 2, 3,…. 则 
2=0. 

可 以 验证 : 三 角 函数 系 (3.4 -3) 式 是 上 [一 x, "J 上 的 完全 标准 正 交 系 : 用 Legendre 多 
项 式 表示 的 正 交 系 (3.4 -5) 式 是 上 [一 1, 1] 上 的 完全 标准 正 交 系 . 关于 更 多 的 完全 标准 正 
交 系 可 参看 文献 [13]. 

定理 3.4.6( 正 交 系 完全 的 充 要 条 件 ) 设 H 是 Hilbert 空间 , 则 以 下 命题 等 价 : 

《1)1 e) 是 厅 中 的 完全 标准 正 交 系 ; 


(2) Y zxE H，z 关 于 | &) 的 伟 立 叶 级 数 收 敏 于 自身 , 即 zx= > ae 
(3) Y zxE H, Parseval 公式 成 立 , 即 
lzl' = 1ol 
证 〈1) 一 (2). 设 | 6) 是 Hilbert 空间 万 中 的 完全 标准 正 交 系 , 令 M=spanl 6), 可 证 


=- H, 理 则 ，3 xE H 一 于 x#0, 且 有 分 解 式 一 交 十 s miE MsE 陡 . 显然 0, 则 
z|&，J 厂 1,2,3,，…, 这 与 | e)} 完 全 相 矛 盾 , 即 M 在 H 中 筒 密 . 由 此 Y zE H, Ye> 0， 


3y= >iaweaeEe M, 使 得 
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lz—-yl=1 ey aal < 
由 定理 3.4.3 的 (3.4-9) 式 , 有 加 
1 3 ool 1 Dae 1<e 
故 当 zx N 时 ,由 勾 股 定理 , 有 


I ee = SY [A 
<l a lr 
= 1 x > ae 一 上 
令 nr 十 cc, 有 区 
Iz- pool’ Se 
由 0 任意 知 
Es oe 


{2) 一 (3). 由 定理 3. 4. 5 可 得 . 
(3)= 一 (1). 设 Y 二 及 有 1 zl = > 1o ,如 果 xz @ 于] 2, 3,…, 则 64= 
a 


(zz ae)=0. 故 1z 上 = > oo =0, 从 而 二 0, 即 6) 是 昌 中 的 完全 标准 正 交 系 . 


U 
3.4.3 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 的 模型 


为 了 更 方便 地 研究 希 尔 伯 特 空间 及 该 空间 上 的 算 子 , 往往 把 抽象 的 希 尔 伯 特 空间 表达 
成 具体 的 希 尔 伯 特 空间 .为 此 , 给 出 以 下 的 定义 . 

定义 3.4.4( 线 性 等 距 同 构 ) 设 U 与 U 是 同一 数 域 4 上 的 两 个 内 积 空间 . 如果 有 
U 到 UU 的 一 一 映射 pF 保持 线性 运算 及 内 积 , 即 Y zyE Ui, ea 天 4 有 

(1) Hart py = of D+ pA Y 

(2) (dD, kW)=(z 力 
就 称 U 与 以 是 同 构 的 (或 线性 等 距 同 构 ). 

我 们 可 以 把 两 个 同 构 的 内 积 空间 看 作 * 同 一 "的 , 一 个 可 以 看 作 另 一 个 的 “模型 … 

下 面 讨论 希 尔 伯 特 空间 的 模型 , 按 维 数 , 可 分 为 有 限 维 与 无 限 维 两 种 情况 . 

定理 3.4.7 任何 " 维 复 希 尔 伯 特 空间 万 必 与 " 维 复 欧 氏 空间 C 同 构 . 

证 在 万 取 一 组 基 外 ， 有 8 , …， 且 ,用 Gram - Schmidt 方法 ,可 得 甩 的 标准 正 交 基 
ae …， ea, 作 万 到 C" 的 映射 儿 

听力 一 (人 (0 EC 

容易 验证 ?是 日 到 C 的 一 一 映射 , 且 保持 线性 及 内 积 不 变 , 因此 甩 与 C" 同 构 . U 
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对 于 维 数 无 限 的 情况 , 先 给 出 以 下 的 辅助 定理 . 

定理 3.4.8( H 可 分 的 充 要 条 件 ) 无 穷 维 希 尔 伯 特 空间 万 可 分 守之 及 有 完全 标准 正 
交 系 | e). 

证 一 由 于 用 可 分 , 则 昌 存 在 稠密 的 可 列子 集 ( &), 选取 &) 的 子 列 ! 名 } 使 其 线 
性 独立 .做 法 如 下 

设 名 是 点 殊 名 } 的 第 一 个 非 零 元 素 ，&& 是 && 之 后 第 一 个 与 g, 线性 无 关 的 元 素 ，& 
是 名 之 后 第 一 个 与 &，g 都 线性 无 关 的 元 素 ,……, gw ,是 所 ,之 后 第 一 个 与 gy ,本 
名 ,线性 无 关 的 元 素 , 这 样 就 得 到 了 所 的 一 个 线性 独立 系 , 记 到 一 名 则 | 石 ) 是 甩 的 线性 
独立 系 ， 由 定理 3. 4. 1 可 将 一 } 标 准 正 交 化 为 6。)， 出 石 ) 结 。) 之 间 有 表达 式 (3. 4 一 4). 
下 证 | e) 是 厅 的 完全 标准 正 交 系 . 用 反 证 法 , 车 不 然 , 则 存在 xE H, 使 (由 定理 3.4.6 及 
Bessel 不 等 式 ) 

a= zl —Flol>0 


因为 | g,) 在 及 中 筒 密 . 所 以 存在 g.E{ g) ,使 | zg 1 二 a, 可 设 g= 刀 sa, 于 是 有 


a= 1zl 一 21ol 和 1zl 一 2 1ol 


= 二 am I Ey 
一 下 <a 
这 是 一 个 矛盾 , 故 6) 完全 . 
一 设 月 中 有 完全 的 标准 正 交 系 , 由 定理 3.4.6 知 , VzE H, 有 z= 定 oo. 故 
Ye0,3n, 使 


1 Donl < 
取 之 ne(n，n，*…，r。 的 实 部 和 虚 部 都 是 有 理 数 的 复数 ), 使 得 
12 oa 一 2 nel=12(0o 一 nal 


=|2(0-m) <le 
| 加 
%, 
lz— Znol< lz-pooltlyo-mal<e 


即 pa ne | mn 二 1, 2, 3, …， mm 的 实 部 及 虚 部 均 为 有 理 数 } 在 万 中 稠密 ， 显 见 该 集合 


是 可 列 集 , 故 刀 可 分 . U 
定理 3.4.9 如 果 无 限 维 希 尔 伯 特 空间 及 可 分 , 则 妞 与 7 同 构 . 
证 设 刀 是 无 限 维 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 , 根据 定理 3. 4.8 可 知 用 存在 完全 的 标准 正 
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交 系 | e),， 再 由 定理 3.4.6, Y x€ H, 有 z= > o0, 且 { o)E1. 令 Hi， 


HAD=((r a) (nm ee) (TT, ee) oe) 
=(q em em Ef 
先 验证 Hr>/ 是 一 一 映射 . 


设 z EH, r= > ae y= Yan, HA A 6G}, KDA 0)A Go}=p 
[a 各 
(3， 即 9 是 单身 


Y{ ojE. 作 三 aa， 易 记 x) 是 及 中 的 基本 列 . 由 于 太 完 备 , 故 lim xz 二 


lm oe 收 剑 , 即 存 在 后 H, 使 z= 立 Qe KD =( oj , 即 ?是 满 射 , 所 以 9 是 一 一 


映射 . 
再 验证 9 保持 线性 及 内 积 不 变 . 


gar 十 网 = KY (on 十 兵 )a) =({ ary 十,} 
| 
= a)+ho) = of D+ pp 


(KD AD = 0 4D = yo0 
1 


(z= [之 aa， 60]= oo 
即 有 H 与 是 同 构 的 . | 
由 定理 3.4.7、3. 4.9 可 知 , 欧 氏 空 间 可 以 看 作 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 的 模型 ，/ 可 以 看 
作 无 限 维 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 的 模型 ， 从 而 把 对 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 的 研究 转化 为 对 欧 氏 
空间 或 站 的 研究 . 例如 ， 上 [一 x。 可 是 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 , 要 研究 上 [一 x, J 中 的 函 
数 ， 只 要 研究 该 函数 的 传 立 叶 系数 就 够 了 。 


习 题 三 
1. 设 = 民 , 对 二 (4 2), y=(y，y)ER', 证 明 ， 
1 xl =| a lt|l el 
1 xl: 二 (二 十 用 
lxl ,=(#+ #4) p>1 
lxl-=mx|al,|zl} 


均 是 X 上 的 范 数 . 
2. 设 4 是 有 界 实 (或 复 ) 数 列 全 体 按 通常 的 线性 运算 所 成 的 线性 空间 . 对 zE 1 ， 设 
(nT 人 


lzl== supl zl 
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验证 ，/! 是 线性 赋 范 空间 . 

3. 设 G 是 收效 于 罕 的 数列 ( 实 的 或 复 的 ) 的 全 体 ， 对 于 7 二 (如) 规 
定 1 zl 一 sgp| 环 |， 求 证，G 是 个 的 闭 绕 性 子 空间 . 

4. 设 A 是 向 量 空间 X 的 子 集 ， 如 果 五 3E 人 莫 池 

M=( >z| z= Mr+(1 一 ww0s 和 AM 和 1)CA 
则 称 A 为 凸 集 。M 称 为 以 Tz，y 为 端点 的 闭 线 段 . 试 证 在 线性 后 范 空间 X 中 ， 闭 单位 球 
Ko,1)={ zl 1 zl <1) 

是 凸 集 . 

5. 证 明 ; Ha， 2) 二 (| mn1 "十 | 如 1 (0< pr<1) 不 是 x 二 (m，w) ER 的 范 数 。 

6. 设 VLa, 同 表 示 在 [aq 名 上 右 连 续 的 有 界 变 差 函 数 的 全 体 ， 其 线性 运算 与 CL a, 司 
中 的 相同 ,在 VLa， 同 中 定义 范 数 

1 zl 一 | 式 | 十 VD 

其 中 WW( 力 表示 区 站 在 [ w 闭 上 的 总 变 差 , 证 明 : VE w 加 是 一 个 Banach 空间 . 

7. 证 明 向 量 空间 #1 0} 上 的 离散 距离 不 能 由 范 数 导出 . 

8. 证 明 ; 站 是 不 可 分 的 Banach 空间 . 

9。 如 果 在 线性 斌 范 空间 义 中 ,任何 级 数 的 绝对 收敛 总 蕴含 级 数 收 雍 , 证明: 义 是 完 
备 的 . 

10. 证 明 : 在 Banach 空间 中 ,绝对 收敛 的 级 数 必 收 敛 . 

11. 着 1。 上 和 上 。 1 是 向 量 空间 尽 上 的 等 价 范 数 ,证 明 ( X，1 。 | ?中 的 Cauchy 
列 也 是 (X，| 。 1 ,) 中 的 Cauchy 列 . 

12. 利用 定义 直接 证 明 : 有 R" 中 的 范 数 


上 x 
lxl=s=mx|lal,|l zl | zl} 
是 等 价 的 。 
13. 在 了 平面 上 , 举 出 紧 和 非 架 曲线 的 例子 
14. (局 部 紧 ) 如 果 距 离 空 间 X 的 每 个 点 都 有 一 个 紧邻 域 ， 则 称 X 是 局 部 紧 的 证明， 
了 ，C' ,， R"，C" 均 是 局 部 紧 空间 。 
15. 着 X 是 实 内 积 空间 , 证 明 | zl 三 1 yl 昔 含 ( xz y 三 蚊 一 0， 如 果 X 一 了 ,这 
在 几何 上 意味 着 什么 ?如 果 羡 是 复 内 积 空间 ,其 意味 着 什么 了 
16. 证 明 ; 在 内 积 空间 中 ,着 对 所 有 Zz 有 (zz 蕊 一 (5 了 人, 则 二 各 
17. 证 明 ; 对 内 积 空间 中 的 序列 { 元), 条件 
lal—= zl 和 (xz, D(zD 
蕴含 五 一 工 
18. 证 明 ; 在 内 积 空间 中 ，ZL y 的 充分 必要 条 件 是 对 任何 a， z+ ayl 之 1 zl . 
19. 证 明 ; Y={ zd| z=( 甩 ) E11， ,二 0, n=1,2,3,…} 为 了 的 闭 子 空间 , 并 求 Yi 
着 有 =spanl ae，e, …，e}j，6=(b)EL, 求 好 . 
20. 设 A 与 妃 是 内 积 空间 的 非 空子 集 , 且 AC 及 证明: 
(DBCA, 
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(2) (A) ) =A. 
21. 设 CL 一 1, 1] 是 [一 1,1] 上 的 实 值 函 数 空间 ,定义 内 积 
(zx =| ,A XD dt mm y€ CO—1,1] 


荐 记 M 为 C[ 一 1, 1] 中 的 奇 函 数 的 全 体 ，N 为 C[ 一 1,，1] 中 的 偶 函 数 的 全 体 . 证 明 : 
MLN, 且 Od-1,1]=MDN 
Ei, 


22. 设 有 CD 是 埃 米 竺 (Hermite) 多 项 式 (一 DD re 下。 ,又 


pd = (2° myn) HD 

试 证 明 :{ 骨 ) ,w=0,1,，2,，*…， 组 成 上 (一 0, 十 co) 中 的 标准 正 交 系 . (提示: H,( 力 二 
2nHo 1(D.) 

23. 说 e} 是 希 尔 伯 特 空间 月 中 标准 正 交 系 ，Y 二 spanl @) ,证明 : xE 了 的 充分 必要 
条 件 是 工 可 以 表示 成 工 一 2 (De 

24. 设 | e，e,…，ea, …} 是 希 尔 伯 特 空间 有 中 的 完全 标准 正 交 系 ,又 设 ( 万， 所, …， 
天 ,是 肛 中 的 一 个 标准 正 交 系 ,满足 

lofl <+t” 


} 也 是 及 中 的 完全 标准 正 交 系 . 
UU,，*… 是 一 列 内 积 空间 , 令 


证 明 :{ fii， 所， 
25. 设 局 ， 


U=({ sl ne€E Us Hal’ < 


在 口中 定义 运算 : 
和 五 ) 十 由 W) 三 (am yo) om 为 复数 
并 定义 内 积 


人 ao 一 DL 
4 


证 明 U 是 内 积 空间 。 

26. 说 wa} 是 内 积 空间 品 的 标准 正 交 系 ， 如 果 对 任何 xE H, Parseval 公式 成 立 , 就 称 
正 交 系 ( 6)} 是 完备 的 证明; 如 果 ( wa} 是 完备 的 ， 则 { wa} 是 完全 的 ; 反之 , 如 果 ( 6} 是 完全 
的 且 UU 是 希 尔 伯 特 空间 ， 则 { e} 必 是 完备 的 。 
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第 四 章 ”线性 泛 函 与 线性 算 子 


在 微 积分 中 , 曾 研究 过 实 直 线 上 的 实 值 函 数 , 这 种 函数 是 实数 集 到 实数 集 的 映射 在 
泛 函 分 析 中 , 我们 要 研究 一 般 空 间 之 间 的 映射 。 从 线性 赋 范 空间 关 到 另 一 线性 赋 范 空间 了 
的 映射 , 称 为 算 子 . 如 果 Y 是 数 域 , 称 这 种 算 子 为 泛 函 . 这 里 我 们 最 感 兴趣 , 也 是 最 简单 的 
算 子 (或 泛 函 ) 是 保持 两 种 代数 运算 的 算 子 (或 泛 函 ),， 即 所 谓 的 线性 算 子 (或 泛 函 )， 这 一 
章 , 先 介绍 线性 泛 函 及 其 延 拓 定理 , 再 介绍 线性 算 子 的 一 般 理论 . 


4.1 线性 连续 泛 函 与 共 生 空间 


4.1.1 线性 泛 函 的 概念 及 例子 


定义 4.1.1( 线 性 泛 函 ) 设 X 是 实 (或 复 ) 数 域 A 上 的 线性 赋 范 空间 ，D 是 X 的 线性 

子 空间 ，f D> A, 如 果 f 满 足 ; Yw PEA4 zx, ED， 
fart py = af(t DHA (4.1-1) 

则 称 f 是 D 上 的 一 个 线性 泛 函 , 称 DD 为 的 定义 域 ，( DD =| Ff 办 | zxE 器 为 了 的 值 域 . 

如 果 4=R ， 称 是 实 线性 泛 函 , 车 4=C, 称 了 是 复线 性 泛 函 ， 没有 特别 说 明 , 总 假 
定 4=R'. 若 D= X, 则 称 了 是 X 上 的 线性 泛 函 . 

定义 4.1.2( 线 性 有 界 ) 设 f: D(C 和 一 R' 是 线性 泛 了 务 , 如 果 存在 M>0, 对 任何 
zE D, 有 


1KRD |S MI zl 《4.1 一 2) 
则 称 了 是 D 上 的 线性 有 界 泛 函 . 

注 4.1.1 这 里 有 界 的 概念 与 微 积分 中 有 所 不 同 ,例如 : 函数 上 忆 = zx 在 R' 一 (一 =， 
too) 上 是 无 界 函 数 , 但 作为 R 到 R 的 线性 泛 函 却 是 线性 有 界 泛 函 . 事实 上 , 取 M=1， 
对 区 (一 2, 十 ce),， | D1=| xd M 4d. 

例 4.1.1 求实 " 维 欧 氏 空间 R 上 的 线性 有 界 泛 函 . 

解 设 呈 (a,e,…, ww) 是 R* 中 的 固定 向 量 ,Y 于 (了 ,my，…，z)ER" 令 


玉昌 = an 
则 7 是 R 上 的 线性 有 界 泛 函 . 事实 上 ，Y x ER， 有 
faxt py) = Seer + py) = 2 CE 了; 局 


= ef( 电 十 HK 月 
即 f 是 R" 上 的 线性 泛 函 . 根据 Holder 不 等 式 , 有 
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1 KD1= Banls Pleanl 


SH ol = 1allal 


所 以 f 是 R" 上 的 线性 有 界 泛 函 . 

定义 4.1.3( 线 性 连续 ) 设 /: D(C 0 一 R (或 复数 域 是 线性 泛 函 , 且 A 力 在 D 上 
连续 , 则 称 了 是 D 上 的 线性 连续 泛 函 . 

关于 连续 泛 函 的 概念 ， 只 要 把 第 二 章 定义 2. 1. 8 中 的 (Y， 化 ) 改 写成 R (或 C) 即 可 得 
到 . 对 于 线性 连续 泛 函 , 还 有 以 下 的 性 质 . 

定理 4.1.1 设 D 是 义 的 线性 子 空间 ，f; D>R', 则 A 力 在 D 上 连续 所 > 太刀 在 某 
一 点 ED 处 连续 . 

证 一 显然 成 立 . 

三 说 zjCD，xED x>XAmroo), 则 式 一 z+ 加, 由 假设 知 

Az n= Rr AD— Kn An) (n> co) 

即 及 一 所 DD (roo), 所 以 f 在 工 点 连续 . U 

由 于 X 的 线性 子 空间 包含 0. 又 /(0) 二 0, 故 要 检验 /在 D 上 连续 只 要 验证 了 在 
五 =0 点 连续 就 够 了 . 

定理 4.1.2( 有 界 性 与 连续 性 ) 设 /是 D(C 各 上 的 线性 泛 函 , 则 f 在 口上 连续 < 一 > 
f 在 D 上 有 界 . 

证 一 ”如果 f 在 D 上 无界 , 则 Ynm 存在 xz.E D, 使 | f(x)| 宇 nl| 上, 取 


1 
all zll 


五 
aTaT 
与 7 在 五 =0 点 连续 矛盾 , 所 以 了 在 D 上 有 和 界 . 
二 设 f 在 D 上 有 界 , 则 3 M>0，VY ED mm0(rcc),， 有 
| fa) lMIzl—0 nN cx 
从 而 f 在 ==0 点 连续 , 由 定理 4.1.1 知 了 在 D 上 连续 . | 
例 4.1.2 VY zxEX, 定义 及 力 =0, 则 9 是 X 上 的 线性 连续 泛 函 ,， 称 为 零 泛 函 . 


例 4.1.3 对 xEC0a 且 , 令 fD =| Ao di, 则 Y zx 3E CLa, 可 .有 


1 | 宇 一 nl | =1, 这 


nl zl 


, 则 1 志 1 一 二 -0, 而 | (2)1= 


， 
fart py =| [etd + px Dd] dt 
， , 
= qd dt uD dt 
af{l D+HID 


故 了 是 CLa, 瘦 上 的 线性 泛 函 ， 由 于 
1KD1= .eds 区 及 | dt 


mgsl AD1) dt= (6 ol1zl 


故 f 是 CLa, 冲 上 的 线性 有 界 泛 函 (或 线性 连续 泛 函 ). 
例 4.1.4 设 义 是 线性 赋 范 空间 , 则 X 的 范 数 | zl 定义 了 一 个 泛 函 
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7 了 = 1， 1:X 一 R 
对 任何 zE X, 有 瓦 刀 = ‖ zl ，f 是 有 界 的 , 但 不 是 线性 的 . 
事实 上 , 取 M=1, 则 Y zE X。 
1ARDI= 1zl< MI zl 
即 f 是 有 界 的 . 下 证 f 是 非 线 性 的 . 著 f 线 性 , 取 x0, 由 于 0= z+( 一 力 , 故 有 
A)= Kzt(—- DBD)= RD+A-—D 


= 1 zl 二 1 一 zl 
=21 zl 关 0 
这 与 KR0) 二 0 矛盾 , 故 了 是 非 线性 的 . 
4.1.2 共 思 空间 
下 面 我 们 着 重 讨论 由 线性 赋 范 空间 X 的 全 体 有 界线 性 泛 函 组 成 的 集合 XX 
X =(1 了 | 六 一 R'，f 线 性 有 界 } (4.1-3) 

显然 4E X ， 故 X 隆 铝 ,对 于 任何 矿 ， 万 E X ， 定 义 加 法 与 数 乘 如 下 

(fi+ f(D= f(D+ (WD, (a(D= ef 了 (4.1-4) 


则 X 构成 一 个 线性 空间 如果 能 在 X 上 定义 范 数 , 则 X 成 为 线性 赋 范 空间 . 
由 于 V xzE X 有 | DI 三 MI zl , 当 x0 时 , 有 
| 


人 < 
即 数 集 [! 丰 对 | ze xz0 | 是 有 界 集 ， 故 它 的 上 确 界 必 存在 这样 我 们 给 出 下 面 定义 ， 
定义 4.1.4( 泛 函 范 数 ) 设 JE XX， 定义 /的 范 数 为 
1 =swp (4.1-5) 


可 以 验证 ;| fl 满足 范 数 的 三 条 公理 ， 事实 上 ， 
(1D) Y 闫 有 1 81>0，1 1 =0< 一 广 办 
(2) 对 oER ,有 1 afl==|dl Fl 


(3) 1 十 无 1 = 
su fC DI | 。 LRCaDI 
ap Tz WP Tal 
=1 f+ ll 


这 样 , 线性 赋 范 空间 X 上 线性 有 界 泛 函 的 全 体 X 是 一 线性 赋 范 空间 , 这 个 空间 称 为 
六 的 共 示 空 间 . 
注 4.1.2 由 定义 4.1.4, 当 JfEX ，xzEX 时 ,有 


1 RDIEIAILzI G4.1-6) 
注 4.1.3 如果 /是 线性 有 界 泛 画 ，f 的 范 数 有 如 下 的 等 价 形式 : 
Fl = sgp,l KDI 或 71 = sgp, | FAD (4.1-7) 


事实 上 , 由 定义 4.1.4, 有 
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| 全 所 | 


1 
sp Ta = 


LA 
= sup, | KR» I sup,| RY] 


svp lfl lyl=17I 


例 4.1.5 求 通过 
fAD= | ze dt 一 | Dade 


定义 的 ([ 一 1, 1] 上 的 线性 泛 函 了 的 范 数 . 
解 显 见 f 是 CL 一 1, 1] 上 的 线性 泛 函 . Y xE[ 一 1, 1], 有 


| 天 也 | = xa) xsd 
< 上 ， 1 AD1 dt 上 lxApldt 
< mp | AD | (| 几 det] =21 zl 


故 1 fl 和 2. 另 一 方面 , 取 EC 一 1, 1], 且 1 元 1 = 二 1， xx, 定义 为 


1 re [-1. 一 匡 
zd=1— re | 三. | 
一 1 re | 二 1 
对 任何 w zx(DE CL 一 1, 1]， 
1 
1 Ax) |= | ,aD a], nodl|= 2 二 
再 由 (4.1 -7) 式 得 
Lf = sp, | RD I>supl Ra) |=2 


所 以 1 fl =2. 

下 面 讨论 X 的 共 倒 室 间 X 的 性 质 . 

定理 4.1.3( X 的 完备 性 ) 设 X 是 线性 赋 范 空间 , 则 其 共 虑 空间 X 是 Banach 空间 . 

证 设 大) 是 X 基本 列 , 要 记 大 ) 收 和 伍 于 JE X .由 基本 列 的 定义 ，Y 0, 3 N， 
当 m n> N 时 , 有 1 太一 天 1 一 < 于 是 Y xzE X, 有 

If DD— fADISEIT fzl <el zl (4.1—8) 
由 此 可 知 /.( 加) 是 R 中 的 基本 列 , 由 R' 的 完备 性 知 ,{ 5.( 办) 在 R 中 收 化 , 设 lim 大 
( 习 一 及 四 ，VY xE XX 可 验证 /是 线性 有 界 泛 函 . 
Aart py) = lim f(art py) = alimfA( D+ plimf(y 
= af(D+HI(Y 
取 N, 当 > 旋 NN 时 ,所 一 11 则 1 所 1 三 1 .1+1. VxEX， 有 
IfADIEN SNA SFL+DI zl 


让 过 N 固定 , 令 nrcc, 有 
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1KRDIEO FI+DI zl 
这 就 证 明了 了 是 X 上 的 线性 有 界 泛 画 , 即 JE X . 下面 要 证 | 天) 依 范 数 收敛 于 大 在 
(4.1-8) 式 中 , 令 mr， 号 入 固定, 得 
1ARD— f(D IS el zl 
由 范 数 定义 可 知 , 当 n> N 时 有 | 产 乒 1 大 es 即 ff (reo). U 


4.1.3 几 个 具体 空间 上 线性 连续 泛 函 的 一 般 形 式 


(1) 实 " 维 欧 氏 空间 R 的 共 生 空 间 是 R 自身 . 
证 在 例 4.1.1 中 , 证 明了 :对 Yeo=-(a， 


a) ER 形 如 


人 


AD= Yan (4.1-9) 


的 泛 函 是 R 上 的 线性 有 界 泛 函 .现在 我 们 证 明 R 上 的 任何 线性 有 界 泛 本 /只 能 是 
《4.1-9) 式 的 形式 . 
取 R “的 一 组 标准 正 交 基 ， 4 ，@,，…，e， 其 中 
@ =(1,0,.%, 0, @ =(0,1,0,%%,0),%%, ae 一 (0.0,…，1) 


YER', x= > Te YE (RD) , 邻 fe) = a 则 有 


|= PE = an 


这 说 明 R 上 的 连续 线性 泛 函 的 一 般 表达 式 是 (4.1 -9) 式 . 
下 面 求 了 的 范 数 . 一 方面 , 由 Y xER 


1 无 | = | (2 (92) = 2a xl 


>=171< [2d] (4.1-10) 
另 一 方面 , 特 取 x 二 o=(a., @,……,， &), 则 


1AOISIANal = TFI 2 
~ 


=1fl2[2d) (4.1-11) 
结合 (4.1-10) 、(4.1-11) 式 可 得 


171=| 立 全 (4.1-12) 


上 面 的 论证 说 明 R 上 的 线性 有 界 泛 函 的 一 般 形式 是 (4. 1 -9) 式 , 我 们 可 以 通过 
(4.1-9) 式 把 f 与 a 相对 应 , 记 为 六 /> a 容易 看 出 ， 9 建立 了 (R ) 与 R 的 一 一 对 应 ， 
并 且 y 保 持 线 性 不 变 , 再 由 (4. 1 -12) 式 可 知 gp 还 保持 距离 不 变 , 因此 (R") 与 R" 是 等 距 
线性 同 构 的 . 按照 同一 性 的 观点 , 把 (R ) 与 R" 看 成 同一 空间 , 从 而 有 

(RY)” =R" 
这 样 , 我 们 说 R 的 共 堪 空间 是 R 自身 . U 
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(2) 疡 的 共 瑟 空间 是 7 其 中 1< jp 天 十 ==， 二 + $=1. 


证 先 证 Y JE( 站 卫生 (y ye )E 1, 合 当 二 (4 ) EE 
时 ,有 
fAD= Yay (4.1—13) 
为 此 , 取 6 二 (0,0,…*,0,1,0.), 的 第 个 坐标 为 1, 其 余 坐 标 为 0( 二 1,2,3,…)， 
eEF. 记 3= 太 e)， 过 1.2, 3, …,， 现在 证 交 (yY，， …，y， DEC 即 1 
二 十 ce. 在 上 中 取 一 点 列 工 ”一 (1”， 四” ，…， 五 "，…) ,其 定义 如 下 ， 


1 
sgny ji 过 风 
i> m 


对 于 每 个 mz” 只 有 有 限 个 坐标 不 为 零 , 故 + E 人 
Ai")= A= y= | 站 
EE MPM 


‘ow p23 站 四 
-一 一 
” [is 
令 mr ,有 
EM 4.1-14) 
当 EE 时， 根据 Hilder 不 等 
式 , 有 


PE DEMME NN (4.1-15) 


可 知 数 项 级 数 > wz 是 绝对 收敛 级 数 . 因此 , 由 f 的 连续 性 及 z+ 二 lim > 6, 有 


fAD=limf 2 ze)= lim> zf(e) 
“nf 入 sn 


即 (4. 1 一 13) 式 成 立 . 
再 证 V(r ) EL 由 (4.1-13) 式 定义 的 了 是 上 的 线性 连续 泛 
函 。f 显 见 是 线性 泛 函 ,，Y zxE 六 由 (4.1 一 15) 式 知 


1 无 六 1= |2 ya|< 1 yl zl, 


Iflalyl, (4.1—16) 
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所 以 由 (4.1-13) 式 定义 的 了 是 上 上 的 线性 有 界 泛 函 . 再 由 (4.1-14) 、(4. 1-16) 式 知 


1714=1y1， (4.1-17) 
由 (4.1 -13) 式 建立 了 (A) 与 信之 间 的 一 一 映射 8: (1 一人， 记 二 x 可 验证 9 保 
持 线性 , 是 保持 距离 ( 范 数 ) , 则 在 等 距 同 构 的 意义 下 有 (7 = 人 U 


特别 地 , 当 p= 三 2 时 , 有 (7) "=i 

注 4.1.4 《是 p=1 的 特殊 情况 , 我们 称 攻 十 二 一 1 的 p。 4 为 一 对 共 二 数 ， 自然 地 
也 把 1, 0 看 作 一 对 共 二 数 ,根据 上 述 的 结果 ,应 该 有 ( 1)”= .这 里 指出 : 这 个 结论 是 
正确 的 (证 略 )， 这 里 仅 给 出 三 的 概念 及 简单 性 质 . 

让 是 有 界 数列 的 全 体 , 即 


C={ r= (0 Re, | sp | 1<+ mm) 
它 具 有 以 下 的 性 质 (参看 本 章 习 题 2、 第 三 章 习题 8). 
也 在 三 上 定义 距离 必 二 二 sup| 一 4, 在 dz 3 之 下 三 是 完备 的 距离 空间 ， 
加 在 三 上 可 以 定义 范 数 ， 上 zl = sup| 1， 由 范 数 导出 的 距离 是 d( zy) 二 
sup| zx 一 3%| ,在 通常 的 加 法 及 数 乘 下 ，! 是 Banach 空间 ; 
图 对 于 1 夺 赤 十 ,人 是 可 分 的 , 而 ! 是 不 可 分 的 (参看 文献 [1]); 
芍 上 的 共 虑 空间 (4) = 全. 
(3) [a gs p<+) 的 共 印 空 间 是 Ce, 可 | 巧 + 二 = 十- 
其 证 明确 实 不 易 , 证 明 略 去 . 这 里 仅 指出 LL w 妥 上 的 线性 有 和 界 泛 函 f 与 L'a, 如 中 
的 元 素 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 
对 于 PE LT a, 可, 可 以 定义 已 [e, 且 上 的 线性 泛 函 
AD=| ADMD dt VzrE LTa (4.1-18) 
且 了 是 有 界 的 . 事实 上 
|1KD1= x DMD d= (i AD 1 | IMD DM 
= 1zl,lpl, 
[AE 
另 一 方面 ，Y fE( [a, 加 ) ,可 以 找到 唯一 FE LLa, 症 , 使 (4. 1 -18) 式 成 立 (参看 
文献 [1]), 且 有 


lol A 
由 (4. 1 一 18) 式 建立 了 (LT a 可 与 LTa 司 的 一 一 对 应 多 ?保持 线性 与 范 数 ( | f1 一 
1 pl 9 故 在 等 距 同 构 意义 之 下 ,(L Law 避 ) 二 La 避 U 


特别 地 , 当 p= 三 2 时 , 有 ( [a, 全)” = DB[a, 司 . 
(4) (La, 间 的 共 二 空间 是 WL a 可 
CL a 避 上 的 线性 有 界 泛 函 与 W[e， 司 中 的 元 素 的 对 应 关系 是 : 对 于 A DE Vi[a, 品 ， 
可 以 定义 CT w 右上 的 线性 泛 函 六 即 
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AD=| AD dAD Yr€E Ca 月 (4.1—19) 
这 个 结果 称 为 黎 兹 (Riesz) 定 理 ， 其 证 明 放 在 4.2 节 中 (定理 4. 2. 2). 
为 了 解释 (4. 1 -19) 式 的 含义 ， 要 有 以 下 的 概念 . 
人) 黎 曼 一 斯 蒂 阶 斯 (Riemann - Stieltjes) 积 分 . 
设 xDE Ca 加， D 在 [a, 可 上 有 定义 ， 
分 着 刀 于 81 和 4 一 和 和 A 拓 8 全 记 4 二 maxA4, 取 5 一 [ 寻 ,， 执 , 作 积分 


Sr = PAOLAD— 1)] 
如 果 极 限 
lim Sr = lim > A LA) — At1)] 
存在 , 则 称 x 5 关于 gtD R-S 可 积 ， 称 该 机 限 值 为 区 及 关于 g(D 的 Riemann - Stieltjes 
积分 ， 记 为 | zo dBD. 


特别 地 , 取 zDD 三 +t， 则 R-S 积 分 就 是 Riemann 积分 . 

关于 R-S 积分 的 存在 性 , 有 以 下 的 结果 , 如 果 是 [ a, 中 上 的 有 界 变 差 函数 , 则 
Y zxE ([a, 有 是 ，x( VD 关 于 的 R-S 积 分 存在 . 

《iD gD 是 [a, 辣 上 的 有 界 变 差 函数 是 指 : 存在 M>0, 对 [a, 司 的 任何 分 割 T，g 对 分 
割 了 的 变 差 


BlaAD— gt) EM 
台 


称 sp RO HED 1 Wp 

为 区 在 [ a, 站 上 的 总 变 差 . 记 
Wa 站 =1 AD | AD 为 [a, 月 上 的 有 界 变 差 函 数 ) 
容易 验证 :; VL a, 闭 构 成 线性 空间 . 
ViLa {AD | KD E Wa .KO = 0, KD 爱 续 } 
则 名 [ae 可是 VL a, 且 的 线性 子 空间 . 在 VLa. 颁 上 , 令 
lal = VB= sy | AD— At) | 

则 VLa, 加 是 线性 赋 范 空间 . 

《4.1 一 19) 式 是 以 关于 以 D 的 R-S 积 分 , 它 定义 了 CLa, 人 瘦 上 的 线性 泛 函 天 可 以 证 
明 ( 较 困难 ) 

IAA=l gl 

反 过 来 ，Y fE(CLa, 可 ) ,可 以 确定 K DE Vi[a, 问 , 使 (4. 1 一 19) 式 成 立 , 可 以 在 
(Ca 且 )” 与 Vi[ a, 司 之 间 建 立 映射 (Ca 且 ”一 VW[a 且 , 使 (Cia 腾 ) ”与 Vi[a 
司 是 等 距 同 构 的 , 故 

(Ca 可 = Wi[a 司 
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4.1.4 和 希 尔 伯 特 空间 中 线性 连续 泛 函 的 表示 


在 上 一 段 中 , 我 们 看 到 希 尔 伯 特 空间 R"，i 的 共 蝶 空间 是 它们 自身 , 这 些 空间 上 的 连 
续 线 性 泛 函 都 可 以 用 内 积 来 表示 ， 即 
AD=(nY 
自然 地 ， 人 们 会 猪 想 对 一 般 的 希 尔 伯 特 空间 , 也 应 有 同样 的 结果 . 
定理 4.1.4( 黎 兹 (Riesz) 表 现 定理 ) 设 及 是 希 尔 伯 特 空间 ，f 是 HH 上 的 线性 连续 泛 
函 , 则 存在 唯一 的 xE H, 满足 ， 
fAD=(n23 YrEH (4.1-20) 
fl=1zl (4.1-21) 
证 分 三 步 证 明 . 
(1) 存在 性 . 车 刻 W0 为 零 泛 函 ), 则 可 取 二 0. 车 大 9 令 
NM ={7r| AD=0, xE€ H) 
则 称 N( 万 为 了 的 零 空间 显 见 ，N( 户 是 太 的 闭 线 性 子 空间 , 且 N( 让 关 及 于 是 
(NCAD) 考 | 0)}, 因此 存在 s E( NC( 有 ) ， as 和 0,， 令 
v= RDs— Rar zxE 用 
则 有 丰台 9 三 大 力 有 3) 一 及 3) DD=0, 这 说 明 zxE NOPD, 故 as, 从 而 有 
(ww 3)= AD(s, 3)— a)(zr, a)=0 
由 于 sa 天 0, 故 有 (as，a)= 1 a 1 天 0, 从 上 式 解 出 f 力 , 得 
fs) 


D=—r(n 3) 
A 枉 全 


Ra) 


i 


zx， 则 有 


AD=(n 
《2) 唯一 性 . 设 有 xsE H, 满足 : 
flD=(z7 4) vrzEH 
则 有 ( zx， a)=(m 2 ，Y xE H, 等 价 于 ( 式 4 一 罗 =0, Y xE H. 特 取 二 4 一 有 
(a—» a—3=1a—zl =0 
由 此 推 得 as = > 唯一 性 得 证 . 
《3) 证 (4.1-21) 式 成 立 ， 一 方面, 根据 Schwarz 不 等 式 , 有 
IRDI=I(z 3 zllzxl=1flal zl 
另 一 方面 , 由 于 
lz =|l(% 21=| KD 1A zl=1 lal 
故 有 上 fl 二 是 zl. 
注 4.1.5 有 了 Riesz 表现 定理 , 确定 希 尔 伯 特 空间 上 连续 线性 泛 函 的 形式 将 十 分 方 
便 . 
例 4.1.6 上 [a, 司 是 实 的 希 尔 伯 特 空间 ，Y JE (人 [a 妆 )”， 存在 唯一 的 MDE 
[a 司 , 对 YADEL[a 可 .有 
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fn =] DMD dt 


且 有 [A 
注 4.1.6 Riesz 表现 定理 指出 ，Y JE 厅 ,存在 唯一 xE H, 使 
AD=(zr, 2 且 1 三 1 zl 
反 过 来 ，Y xsE H, 故 (4. 1 -20) 式 确定 万 的 线性 连续 泛 函 . 
AD=(n2 YrzEH 
同样 还 有 中 让 二 1 zl . 由 (4.1-20) 式 定义 H> H 的 映射 思 
U2=f (4.1-22) 
这 里 用 大 表示 < 在 q 作 用 下 的 象 ，3 十 x 在 9 作用 下 的 象 为 f+， 
fatm(D=(5 m+pe) = (7 an)+( mn pa) 
=dx d+tARr 3) = af, (D+H(D 
故 fatm = fs + Hs 
即 Han tt He) = op( a) + A 2) 
因此 映 象 g 是 可 加 的 且 是 苍 齐 次 的 , 称 p 是 共 二 线性 映射 , 由 (4.1 -22) 式 易 知 ?是 一 一 
映射 , 再 由 (4.1 -21) 式 知 p 是 保 距 的 . 我 们 将 昌 与 H' 看 作 共 思 线 性 (等 距 ) 同 构 的 , 并 把 
z 与 f, 看 成 相同 的 . 这 样 ，H" 与 及 就 “同一 "化 了 . 因此 , 称 希 尔 伯 特 空间 是 自 共 办 的 . 
在 共 轰 线性 同 构 意 义 下 , 有 


H=H 


4.2 线性 泛 函 的 延 拓 


在 4.1 节 中 , 具体 给 出 了 几 个 常见 空间 上 线性 连续 泛 函 的 一 般 形 式 ， 并 看 到 在 这 些 空 
间 上 存在 相当 多 的 非 零 线性 连续 泛 函 ， 大 家 自然 要 问 ; 对 于 一 般 的 线性 赋 范 空间 X( X 
10)), 在 X 上 的 非 零 线性 连续 泛 函 是 否 存 在 ?如 果 存在 , 是 否 也 足够 多 ?这 个 问题 与 本 节 
讨论 的 延 拓 定理 有 关 , 汉 恩 一 巴 拿 赫 (Hahn - Banacb) 定 理 对 这 一 问题 给 出 了 肯定 的 回答 . 


4.2.1 延 拓 定理 及 推论 


定理 4 2.1(Hahn -Banach) 设 六 是 线性 赋 范 空间 ，G 是 六 的 线性 子 空间 ，f 是 G 上 
的 任 一 线性 有 界 泛 函 ， 则 可 以 作出 XX 上 线性 有 界 泛 函 下 , 满足 : 

(1) 当 xzE GNH, RD=AD; 

(2) | Fl x= 1 fe. 
其 中 上 Fl x 表示 下 作为 X 上 的 线性 泛 函 的 范 数 ，| f1 < 表示 G 上 线性 泛 函 的 范 数 . 

证 这 个 定理 的 证 明 比 较 困难 ,需要 较 深 的 数学 知识 ， 为 了 简单 , 这 里 只 对 可 分 的 线 
性 赋 范 空间 证 明定 理 . 

如 果 GX, 则 有 wnE X 一 G 考虑 由 和 G 张 成 的 子 空间 G1 二 span(G， wn), 则 G 
的 每 一 元 素 y 都 可 以 唯一 地 表示 成 

3= tn+z EG 
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首先 作 f 到 G 上 的 延 拓 让 。 如 果 所 求 的 泛 函 FF 存在 , 则 应 有 
F(W=R(a)+R(D 或 RF(WD= Fm)+fD 
令 B(#)= 一 6 则 RC(WD=A Dct 
窝 使 泛 函 延 拓 后 范 数 不 增 加 ,必须 选 c, 使 不 等 式 
1ARD—al<1Alztinl (4.2-1) 
与 不 等 式 (4.2 -1) 等 价 的 不 等 式 是 
RD+NIN Nztiml2 ad AD— ztml 
车 令 三 zt，WE G, 所 求 的 c 应 满足 
AW+t+ lA sl ROIsal (4.2—2) 
下 面 要 证 满足 (4. 2 -2) 式 的 c 是 存在 的 ，Y u，wu€ G, 有 
fw Aw)= Rau) llu—wl 


= fllut+n—(ut+ nm)l 
委 1 十 西 上 十 1 二 十 丁 下 
由 此 可 得 
fw thfllat+anl RlfFIlut+ sl (4.2—3) 


由 确 界 存在 公理 及 (4. 2 -3) 式 知 
p= inf( KO+ NA | ut sl), a= sgp AD— | AI ut nl) 
都 存在 , 且 有 a 三 任 取 c 满 足 < c 及 即 c 是 满足 (4.2 一 1) 式 的 数 ， 这样, 对 于 
GG 三 span( Gn) 的 元 素 y= tw 十 如 定 义 了 连续 线性 泛 函 
R(»=AD—a 

且 1 五 1 = 下 7 

由 于 X 可 分 , 故 存在 处 处 稠密 的 可 列子 集 | nn ， 台 ，…， 却 ,…)， 像 构造 G 那样 , 作 
Gu 

G = span(G, #3), G = span( G, A) Gm = span( G,, z) se 
然后 在 这 些 子 空间 上 逐步 延 拓 泛 函 ， 即 在 G, 上 构造 泛 函 下 使 它 在 G1 与 忆 -, 重 合 , 且 
1 Re= 1 Feil 6 ,=… 二 上 1 6，… 这 样 就 在 X 的 稠密 子 集 上 得 到 了 线性 连续 泛 函 
下 对 于 X 的 其 它 点 , 可 按 连 续 性 补充 定义 ; 车 去 lim 研 ' 则 令 瓦 刀 一 lim zt), 由 于 
IRDI=lm| Roa ls lml llal= TAFETzl 

故 有 1 FI xs 1 fl ce 另 一 方面 , 显 见 上 Fl x 之 上 lc, 所 以 1 Fl x= 中 fl 6 kl 

将 汉 恩 一 巴 拿 赫 定理 看 作 “ 极 小 化 "问题 的 存在 性 定理 是 最 合适 不 过 的 . 给 定 线性 赋 范 
空间 X 的 子 空间 G 上 的 一 个 线性 有 界 泛 函 f' 不 难 将 它 延 拓 到 整个 空间 X 上 . 然而 , 任意 
的 延 拓 通常 是 无 界 的 或 者 具有 比 了 更 大 的 范 数 . 因此 , 在 这 里 就 出 现 了 是 否 具 有 最 小 范 数 
的 延 拓 问 题 . 汉 恩 一 巴 拿 赫 定 理 给 了 肯定 的 答案 ; 即 保证 了 最 小 范 数 延 拓 的 存在 性 , 又 指 
出 了 这 个 最 佳 延 拓 的 范 数 就 是 f 的 范 数 . 

注 4.2.1 由 定理 4.2.1 的 证 明 过 程 易 知 泛 函 的 延 拓 不 是 唯一 的 , 原因 在 于 “的 选取 
不 唯一 . 
推论 4.2.1(Hahn -Banach) ” 设 X 是 一 线性 赋 范 空间 , 对 任何 mnE X,m 取 0, 则 必 存 
在 X 上 的 线性 连续 泛 函 六 满足 : 

= 


(1) ii) 一 1 nl: 
‘2) | f=1. 
证 设 6| tw| rE 介 , 则 G 是 由 必 张 成 的 子 空间 ,其 中 EX，w 关 0. 在 G 上 定义 
泛 函 如 下 : 
HD=tlnl z= meCG 
显然 , RK) 二 nDI= 1 nl l= tw l= zl.yY mEG 人 而 I fl so= 
1 
根据 定理 4.2.1, 可 以 把 G 上 的 线性 有 界 汉 孙 延 拓 到 XX 上 得 到 六 且 有 | /| *= 
| vl s=1, U 
注 4.2.2 推论 4.2.1 可 说 明 以 下 西点 ; 
(1) 对 于 任何 非 零 的 线性 典范 室 间 X，X 上 的 非 零 线性 连续 泛 丽 是 足够 多 的 。 
《2) 如 果 对 于 XX 上 的 一 切线 性 有 界 泛 函 广 部 有 太刀 =0, 则 有 二 0 因此 , 要 判别 
五 EX 是 否 为 零 元, 只 要 判别 对 X 上 的 一 切线 性 有 界 泛 函 /看 信友 ) 是 否 都 等 于 零 即 可 
注 4.2.3 Hahn -Banach 定理 的 几何 意义 如 下 : 
VY fE X， 作 集合 
L={7z€ i (4.2—4) 
称 上 是 X 中 的 超 平 面 。 WW i 
设 OCX 如 果 对 任何 EO i | 
了 DO 研 9， 则 称 人 位 于 上 的 一 侧 : 如 果 还 利 We | 
E Qf1L,, 则 称 超 平面 L; 在 二 处 支撑 着 0( 如 图 | | 
4 一 1 所 示 ). 推论 4. 2. 1 的 几何 意义 是 说 : 如 果 了 出 5 下 | 
处 中 的 球 ， | 2 se | 
N={ rz€ XI I xl<R i se 
则 在 球面 ?n=| zxE XI 1 zl = 风 上 每 一 点 处 存在 支 图 4 一 1 
撑 球 的 超 平面 人; 
事实 上 , 当 五 EaD 时 ，|1 而 上 = R， 五 关 0, 则 存在 hEX ,使 1 太 1=1， 及 大) 一 
Iw l=R,m a€EL, a€ XI f(D= Rs: xE NAN, f(DEN £11 zl=1 al 
三 R, 即 0 在 Li 的 一 侧 , 所 以 在 五 点 L 支撑 生 
推论 4.2.2 设 X 是 线性 慌 范 空间 ，G 是 X 的 子 空间 , 五 E X d( 五，G) = 
jpf 1 一 sl 二 d>0, 则 必 存 在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 /满足 
(1) Y aE G, A WD=0; 
(2) fn)= ds 
(3) 1 FI =1, 
证 设 G=span(G 5) ,由 于 EGG 故 必 中 的 元 素 y 可 唯一 地 表示 为 
y= 了 + to EG 


在 G 上 作 滩 函 
HW= 人 HI) = 
容易 验证 ?是 上 的 线性 泛 消 . 且 人 五) 一 不 当 xzE G 时 ,4 必 =0. 
~ 名 


此 外 , 还 可 以 证 明 ?是 有 界 的 且 | 91 6 二 1. 
VYy= z+tin€G 7zE G.IER 


sl = 4at ml =ld la—(-37) 1 ld 


| KI=|1 rt tan)|=| tl ds 1 yl 

则 有 lpla<l 

另 一 方面 , 由 d 的 定义 ,可取 一 列 EG. 使 

d=liml a— 41 
于 是 
I1Ha— nw) l=I—- Hn)|l= dl plalza—nl (4.2—5) 

在 (4.2-5) 式 中 令 > 中 ,有 dgls 中 从 而 1 pl sa 三 1, 故 1 p11s 二 1 根据 定理 
4. 2. 1, 把 泛 函 y 延 拓 到 全 空间 X 得 f, 则 7 满足， 

(DY zx€G, AD=¢D=0; 

(2) fm)= 4 1)=d; 

(3) | Fl x= 1 gla =1. U 

注 4.2.4 由 推论 4. 2. 2 可 以 导出 两 个 结果 : 

(1) 五 E Ge 一 对 X 上 的 任 一 满足 ，zE G， 厌 忆 =0 的 线性 有 界 泛 函 , 有 fA 吉 ) 二 0. 

二 显然 . 

三 ”由 推论 4.2.2 立即 推出 . 事实 上 , 车 miE G, 则 水 ,加 = d>0, 由 推论 4. 2.2， 
存在 {EX ， 满足 Y xzE Gf 力 =0， fw)==d>0, 且 中 | x=1, 这 与 假设 相 矛 盾 . 

(2) 设 A 是 X 的 子 集 ， 五 E X,， 五 可 以 用 A 中 元 素 的 线性 组 合 以 任意 的 精度 逼近 
硬 拓 > 对 X 上 任意 满足 条 件 ， Y xE 4A， 所 如 =0 的 线性 有 界 泛 函 , 必 有 f( 5) 二 0. 


事实 上 , 若 令 G=spanA, 则 二 可 用 形 如 之 Gz( HE 名 的 元 素 任意 逼近 的 充 要 条 
件 是 EG 由 结果 (1) 可 知 结果 (2) 成 立 . 
4.2.2 延 拓 定 理 的 几 点 应 用 


1. Riesz 定理 
作为 Hahn -Banach 定理 的 应 用 , 我 们 先 对 ( CL0,1]) 中 的 元 素来 证 明 Riesz 定理 . 
定理 4.2.2(Riesz 定理 ) 如 果 JE((C0, 1]) , 则 存在 唯一 的 gE Vi[0, 1], 使 Y x€ 
00, 1, 有 
AD=) a dap (4.2—6) 


且 有 If = VW (4.2-7) 

证 (对 于 初学 者 , 定理 4.2.2 的 证 明 可 以 跳 过 . ) 记 M0, 1] 是 [0, 1] 上 的 全 体 有 界 函 

数 构成 的 线性 赋 范 空间 , 其 中 xE M0, 1], 1 zl = sup,| DI 为 z 的 范 数 , 在 上 zl 下， 

ML0, 1] 构 成 Banach 空间 .CL0, 1] 是 ML[0, 1] 的 线性 子 空间 . Y fE (CL0, 1])" ,由 

Hahn- Banach 定 理 , 存在 到 ML0，1] 的 延 拓 下 ,使 得 在 CL0, 1] 上 有 F(D= 二 用 DD, 上 且 
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1 FI=1 I. 
设 为 是 [0, (0< 狼 1) 上 的 特征 函数 , 即 
DoS 3 
0 ty 过 1 
则 YE[o, 1], xwE M0, 1], 令 
Rxw= a 
这 个 函数 g 就 是 (4.2 -6) 式 中 的 函数 A D. 记 6 二 sgn[ 6 一 区 1)], 则 
IA)— At) l= [A At)]e 


故 有 
和 IADO— At) EI1FI. SI% x 


如 果 yE[0, 1], 则 对 某 个 jyE( #1， 杂 , 因此 


SR Dx We= 5 


从 而 有 
PD (4.2-8) 
因此 gE Vo, 二 作 有 界 丽 数列 ( 避 ， 
A0) u=0 
Er uE (0, 1] 


显 见 z( 避 是 由 式 包 构造 的 一 个 阶梯 函数 . 由 zx( 必 连 续 , 因而 式 忆 在 [0, 1] 上 一 致 连 续 ， 
再 由 于 
u=0 


{0 一 相 荆 | “€ (三 1, D1 r= 1 2 


0 
x0- || 


可 知 1 ”一 zl 一 0 (or>cc). 从 而 x) 一 人 RD 二 HD, 所 以 
2 EER x — Ry)] 
= 如 二 世 恒 -4d 三世 


1 
=] AD daAD (4.2—9) 


f= 


由 (4.2 -9) 式 可 知 
IADIS ms | A MB = VDL zl 
所 以 IEW BC) g1 ,结合 (4.2 -8) 式 有 1 fl 二 WCAB， 即 (4.2 一 7) 式 成 立 . 
这 里 应 注意 ,由 于 泛 函 延 拓 不 唯一 , 故 gE WV,[0, 1] 也 不 唯一 . 车 我 们 把 g 限 制 在 
W[0, 1 上 选取 , 则 这 样 的 g 是 唯一 的 。 这 里 不 再 鞍 述 . U 
2. 二 次 共 亏 空间 
Hahn - Banach 定理 的 另 一 应 用 是 有 关 线 性 赋 范 空间 的 二 次 共 思 空 间 ， 二 次 共 思 空 间 
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用 X =(X ) 来 定义 . 如 果 XX 是 数 域 A 上 的 线性 赋 范 空间 , 关于 共 生 空 间 X 及 X “， 
有 以 下 的 结果 ; 

(1) 如 果 4 是 实数 或 复数 域 , 则 X 是 Banach 空间 ， 

(2) 当 XX 0) 时 , 由 Hahn - Banach 定理 知 X 天 1 0}, 故 有 X “二 (XX ) 去 (0)， 
X “也 是 Banach 空间 ; 


(3) 当 X= [a 加 (pp>1) 时 , 则 有 ( [a 0)* = 上 [a (5+ =1|. 


(La 加 ) “二 (L[ a 且 )” 二 [a, 问 , 即 称 LL a， 症 是 自 反 的 . 

特别 地 ，( 了 [wu 妆 )” 二 上 [a, 问 , 即 称 三 [ 司 是 自 共 暂 的 . 

一 般 地 ，X 关 X, X“ 夫 X . 事实 上 , 只 要 取 X 是 不 完备 的 线性 赋 范 空间 , 则 必 有 
X 和 X( 因 X 是 Banach 空间 ). 但 它们 之 间 是 有 联系 的 ，X 与 X “之 间 有 以 下 的 “嵌入 ” 

定理 4.2.3 设 X 是 线性 赋 范 空间 , 则 X 与 二 次 共 罗 空 间 X“ 的 某 个 子 空间 义 线 性 
等 距 同 构 . 

证 这 里 用 xz 表示 X 的 元 素 ，Z 表示 X 的 元 素 . 对 于 X 的 每 一 元 素 z 用 

基于) 一 了 (加 (4.2—10) 
来 定义 X 上 的 泛 函 却 则 z 是 线性 有 界 泛 函 . 事实 上 ,，Y 必 ,EX ,a pE A 有 
Aan than)=(an +pa) r= am (D+ hn (DD = an)+m(a) 


1Xr)l=lr (Dl rllzl 
于 是 1 zl 所 1 zl , 即 三 X .再 由 范 数 定义 , 有 
1 zl 一 sup 1 式 z)1= sup 1( 力 | 


当 0 时 , 由 Hahn - Banach 定理 , 3wEX ,使 五 (了 =1zl，1m1=1， 从 而 
1 zl 一 sup 1z (DI 全 | (D1= 1 zl. 对 于 z=0, 这 个 不 等 式 显然 成 立 , 所 以 


1zl=1zl (4.2-11) 
作 X=X 的 映射 TY zxE X， TD= 工 于 是 了 是 X-~X 的 线性 映射 . 实际 上 ， 
ViEX,x EX mjEA 有 
Nartpyr =(at Hr = (artpy) 
=ar (如 十 pr (DW = er + H(z) 
=ar(Dr +HN YT =(a(D+HHT(OW) IT 


所 以 是 X ~ X “线性 映射 . 再 由 (4.2 一 11) 式 知 1 Tzl = 1 zl , 即 了 是 保 范 的 .再 令 
X={ d= TD, x NA. 
再 由 当 zy 时 
IND—- Tl=1Ne- Dl= 1 yl #0 
可 知 T，X> 久 是 一 一 映射 即 了 是 与 的 线性 等 距 同 构 映 射 ， 所 以 与 是 线性 等 
距 同 构 的 . U 


根据 定理 4. 2. 3 可 知 , 在 等 距 同 构 的 意义 之 下 , 可 以 把 X 看 作 X“ 的 子 空间 . 把 算 子 
T; X~X “ 称 为 庶 人 算 子 ，X 作 为 X“ 的 子 空间 可 认为 是 通过 说 入 算 子 把 六 镇 度 " 到 
X “上 的 . 
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最 后 给 出 自 反 及 自 共 蝶 空间 的 概念 

定义 4.2.1 设 久 是 线性 赋 范 空间 , 如 果 X= X ， 称 X 是 自 共 思 的 ; 如 果 X= X 
称 X 是 自 反 的 . 

由 定义 4.2.1 知 , R" 是 自 反 的 、 自 共 办 的 Banach 空间 ; 7， 万 [e, 司 是 自 反 的 ,也 是 
自 苍 的 ; 希 尔 伯 特 空间 是 自 反 的 , 也 是 自 共 轰 的 ; 了 ，L[a, 司 ( p>1，j2) 是 自 反 的 
但 不 是 自 共 鸭 

3. 抽象 解析 函数 

最 后 应 用 Hahn - Banach 定理 来 推广 刘 维尔 (Liouville) 定 理 . Liouville 定理 断言 有 
界 整 函数 必 是 常数 . 这 个 定理 在 复 变 函 数论 中 有 重要 地 位 

设 C 是 复 平面 ，DC C 是 复 平面 上 的 一 个 区 域 ，X 是 复 的 Banach 空间 , 映射 到 
D>X, Y xED, ma zr? AWEX, 称 z 是 DX 的 抽象 函数 .如 果 对 Y ED，zt+ hE D, 

i A z+ = 2 
存在 , 则 称 z 是 D 上 的 抽象 解析 函数 , 其 中 极限 (4. 2 -12) 式 是 在 X 中 取 的 

如 果 JE X 上 且 zx 在 D 上 解析 , 则 由 (f 罗 ( 3 二 (a 9) 定 义 的 复合 函数 fz 在 D 上 解 

析 . 事实 上 ， 


(4.2—12) 


[OP lim fD( zt -一 一 一 2 


A x 十 访 一 3 
| 
_ di e+ Dx 
= /于 ] 
= fz(2) 


存在 , 所 以 fz 是 解析 的 . 

按照 通常 的 说 法 , 如果 z 在 C 上 解析 , 称 x 为 整 函数 . 如 对 所 有 sE C, 有 | 工 习 | 三 
M, 称 7 为 有 界 的 . 

定理 4.2.4( 推 广 的 Liouville 定理 ) 设 X 是 复 的 Banach 空间 ,x CX 是 有 界 整 函 
数 , 则 Y xE C，x 3 为 常数 . 

证 由 于 C>X 是 有 界 的 , 则 Y xE C, 有 

IAAY llx3l<1lIM 

所 以 fz 是 有 界 的 整 函 数 . 由 Liouville 定理 知 了 3sEC, Vx CR 有 AxA3)= x3)), 
即 大 x 3 一 x 3))=0. 由 Hahn 一 Bananch 定理 知 x 2 一 x s)=0, 即 x 3= x 3) 


4.3 线性 有 界 算 子 


4.3.1 定义 及 例子 


定义 4.3.1( 算 子 ) 设 X,， 和 是 同一 数 域 A 上 的 两 个 线性 赋 范 空间 ，DC X% 为 某 一 
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子 集 . 如 果 存 在 一 种 对 应 法 则 T, 使 对 任何 zE D, 有 唯一 的 交 TzE 总 与 之 对 应 , 称 了 
是 Xi 中 到 XX; 的 算 子 (或 称 为 映射 )， 忆 称 为 了 的 定义 域 , 记 为 D( 了 ，Tz 称 为 工 的 象 ， 
象 的 全 体 | Tzl zxE 已 称 为 的 值 域 (或 象 集 ), 记 为 RCD (或 TD). 
注 4.3.1 若 避 = 总 =R , 则 了 为 函数 ; X 一 R ,总 一 R . 则 了 为 元 函数 , 当 
入 六 为 线性 赋 范 空间 时 ，T 为 算 子 : 当 X 为 线性 赋 范 空间 ，X 二 R' 时 ，T 为 泛 函 ; 当 
X 为 数 空间 ，X 为 线性 赋 范 室 间 时 ，T 称 为 抽象 函数 . 
定义 4.3.2( 算 子 连续 ) 设 T DDC XX) 多 ，nE DD 如果 对 任意 全 0 存在 光 
0, 使 得 当 | 一 二 1 一 8 时 , 有 | Tx 一 Tw | 二 则 称 T 在 五 点 连续 ; 如 果 T 在 D 上 每 
一 点 都 连续 , 则 称 了 在 D 上 连续 . 
由 定义 4.3.2 易 知 : 了 在 w 点 连续 >Y ze D, 当 二 时, 有 Ta 一 Ta 
定义 4.3.3( 线 性 算 子 ) 设 号, 号 是 同一 数 域 A 上 的 两 个 线性 赋 范 空间 , D 是 Xi 的 
线性 子 空间 ，T， D> X%。 如 果 对 于 任何 4,，zE D, a,pE 4 有 
Taan 十 pm)= aTnt+ Ha (4.3 一 1) 
则 称 了 为 D 到 X 的 线性 算 子 ， 忆 为 了 的 定义 域 , 记 为 D( 人; RD 了 = 3 一 Tm 
xzE ET) 是 了 的 值 域 . 
与 线性 泛 函 类 似 ， 对 于 线性 算 子 也 有 以 下 定理 . 
定理 4.3.1 设 T KCX) 一 名 是 线性 算 子 , 则 了 在 D 上 连续 和 >T 在 某 点 ED 
连续 . 
该 定理 的 证 明 儿 乎 与 定理 4. 1. 1 的 证 明 相同 , 略 去 证 明 . U 
定义 4.3.4( 有 界 ) 设 T DCX) 一 总 是 线性 算 子 ，T 在 D 上 有 界 是 指 : 3 M>0， 
使 对 任何 zE D, 有 
1Tzl < MI zl (4.3-2) 
注 4.3.2 线性 算 子 了 在 D 是 有 界 的 等 价 定义 是 : 了 把 DD 中 的 任何 有 界 集 映 成 XX 中 
的 有 界 集 . 证 明 如 下 : 设 S 是 DD 的 有 界 集 ( 即 3 L>0, VY x€ S, 1 zl 过 刀 , 由 (4.3-2) 
式 , Y xzE S, | Tx 志 MI zl 过 ML 即 TS 为 XX 中 的 有 界 集 . 反之 , Y xE 区 设 zz0)， 


则 | 下 | 失忆 x0 是 D 中 的 有 界 集 ， 由 于 | 可 二 于 | | 是 义 中 的 有 界 集 ， 故 


| 区 


3 M>0. 使 | 才 下 2 苛 | 1 大 M 即 有 1 Tzl 三 MI zl , 即 了 在 D 上 有 界 . 
例 4.3.1 设 义 是 线性 赋 范 空间 ,a 是 某 一 常数 ,Y zE X, 令 


Tr= az 
则 了 是 XXX 的 线性 有 界 算 子 . 
证 事实 上 , VY zx yEX, auw 拓 4 有 
Tart py = dartpy) = darnt+HMay 
= aTrt pTy 
即 本 为 线性 算 子 , 又 因 
1Tzl = larl =| al | zl 
故 了 是 线性 有 界 算 子 . 
例 4.3.2( 积 分 算 子 ) TT; (a, 中 ~ 人 ww 月 ,定义 为 ; Y xE du 且 . 
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Tr=| ,x Ddr YiE[a 
则 了 是 线性 有 界 算 子 . 


证 事实 上 F,， ww ， aE Ce 站 ,a 为 实数 , 有 
Tan 十 km) =| .mc + in( Ddr 


= | (Ddrt 且 a(9 dr= aTn 十 MTm 


1 Tzl = ma” 


外 xdd< mas| | A dl dr 


< 1zlj dr= C6 olzl 

可 见 了 是 线性 有 界 算 子 . 
例 4.3.3( 乱 阵 ) mx un 矩阵 A 二 ( ) 是 线性 有 界 算 于 . 
证 设 寻 (1, ER (a 


， 2)ER". 定义 了 一 R 的 算 子 A: 
了 一 Ax 


则 A 是 线性 有 界 算 子 . 


易 证 4 是 线性 算 子 ,下 证 4 是 有 界 的 . 取 R 中 的 范 数 为 1 xl 一 [pa "y= Ar 


用 分 量 表 示 为 »， 二 和 必 石 (i= 1, 2, …， 网 ， 应 用 Cauchy 不 等 式 有 


14ri =1y = > 


< 
令 M= 2 可 知 4 是 线性 有 界 算 子 . 

例 4. 3. 4( 积 分 算 子 ) 设 | Ks dD |"dsdt<+™, Ta = KCs0xADds 证 
明了 是 LTa >L 人 Ta 如 的 线性 有 胃 算 子 | 地 十 
证 (1) 先 证 : T; LTa 加 LTw 司 . 

Y xE La, 间 , 由 Holder 不 等 式 ， 


万 1,， 人 1|. 


1 Tx(91’=| ie 2x0d 
<| ar|(} KisD Pa 人 AD ad 
=| | | KCs 2 bar 人 (| 1 AD 1 
人， Tx(9 rad < A J KC(sD aa AD rad” 


(4.3—3) 
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由 古 设 可 知 | | 1Ks 1’ dtds<t+ ,Bp Tra SELTa, HA. 

(2) 了 显然 是 线性 算 子 . 

(3) 证 了 是 有 界 算 子 . 取 M 一 | 4| (Un | Kes D1 ?drd 引 , 则 由 (4.3-3) 式 可 知 ， 
Y xADELTa, 可 ,有 

1Tzl < MI zl 

即 了 是 线性 有 界 算 子 . 

例 4.3.5( 无 界 算 子 之 例 ) 用 C [0, 1] 表 示 [0, 1] 上 连续 可 微 函数 的 全 体 , 则 
C[o, 1] 是 CL0, 1] 的 线性 子 空间 . 定义 Ti C[a, 可 -=C[o,. 1] 如 下 ; Y xzE C[0, 1]， 

Tr= rx(9 

则 了 是 线性 无 界 算 子 . 

证 事实 上 , 取 z(9= 让 则 | | 二 pax 1 站 l=1, 但 | Tal=| w= 二 m 故 
了 无 界 . 

与 线性 泛 函 类 似 , 关于 线性 算 子 , 其 连续 性 与 有 界 性 等 价 , 写成 以 下 定理 . 

定理 4.3.2( 有 界 与 连续 ) 设 六 ,XX 是 同一 数 域 A 上 的 线性 赋 范 空间 ，DC X 是 线 
性 子 空间 ，T: D> X 的 线性 算 子 , 则 了 在 避 上 连续 后 > T 在 D 上 有 界 . 

证 明 同 定理 4.1. 2. U 


4.3.2 线性 有 界 算 子 空间 


我 们 知道 ，R 到 R 的 线性 算 子 是 很 多 的 ， 每 一 个 mx "矩阵 都 可 以 定义 一 个 线性 算 
子 . 这 就 是 说 , R 到 R 的 线性 算 子 的 “个 数 "不 少 于 mX "矩阵 的 "个 数 " 前 一 段 , 我 们 对 
单个 线性 算 子 进行 了 讨论 , 下面 研究 线性 算 子 全 体 构 成 的 空间 . 

定义 4.3.5 设 怀 ,总 是 同一 数 域 A 上 的 线性 赋 范 空间 . 

(1) (线性 算 子 空间 ) 把 总 一 总 的 一 切线 性 算 子 构成 的 集合 称 为 总 一 总 的 线性 算 子 
空间 , 记 为 (是 一 总),， 即 

(六 一 是 )=1 TI T 是 入 一半 的 线性 算 子 } 

(2) (线性 有 界 算 子 空间 ) 把 总 一 总 的 一 切线 性 有 界 算 子 构成 的 集合 称 为 六 一 来 的 

线性 有 界 算 子 空间 , 记 为 上 入 一 六 ), 即 
KX 一 计 ) =1 TI T 是 一 % 的 线性 有 界 算 子 ) 

显然 ,的 书 一 总 )C( 筷 一 中 )，bE 成 部 一 是) 故 以 一 关 ) 关 如 . 在 (名 一 站 ) 中 
定义 加 法 、 数 乘 如 下 ; Y Ti, 下 E( 书 一 总) ，o A 
下 十 入，(T 十 玉 ) 一 全 填 和 可 VE NX: 

数 乘 ， aT, (aD 一 aeTz Y xzEX. 

容易 验证 ,对 上 述 算 子 的 加 法 、 数 乘 , (总 一 总 ) 构 成 数 域 A 上 的 线性 空间 ， 
BOX 一 总 ) 是 (X 一 总 ) 的 线性 子 室 间 。 

如 果 可 以 在 算 子 空间 中 定义 范 数 , 则 算 子 空间 就 成 为 线性 赋 范 空间 . 

YTE BHX 一 号), 则 3M>0,， Y zxE ,有 1 Trl 三 MI zl, 当 xzz0 时 , 有 


半生 < M 即 M 是 数 集 | 沁 于 | ze NN， 0 的 一 个 上 界 ， 由 确 界 存在 公理 ， 
99 


1 Tzl 1 Tzl 
sup-TaT 存在 且 有 限 , 记 1 TI =sup Ti 


1 Txzl 


反 过 来 ,如果 sup Ta TI 有限, 则 1 Tzl 志 1 TI 1 zl, 即 了 是 有 界线 性 算 


子 , 由 此 可 得 


T 有 界 < 1T1 = sep 省 同 存在 (<+ 


这 样 , 我 们 可 以 在 瓦 辣 一 总 ) 中 , 对 了 AR 
定义 4.3.6( 算 子 范 数 ) 设 TE 及 和 一头 ), 定义 了 的 范 数 为 
2 和 


1 TI = sup (4.3-4) 
由 (4. 3 -4) 式 立即 可 以 得 到 ，Y TE en 本 有 
1 7Tzl 过 17TIIzI 《4.3 一 5) 


与 有 界线 性 泛 函 的 情况 相同 ,可 以 验证 : 由 (4. 3 一 4) 式 定义 的 算 子 范 数 满足 范 数 的 三 
条 公理 , 因此 记忆 一 忠 ) 在 由 (4. 3 -4) 式 定义 的 范 数 1 | 下 构成 线性 赋 范 空间 , 称 它 为 
入 到 号 的 有 界线 性 算 子 空间 . 

在 空间 BC(X 一 号 ) 中 , 算 子 列 也 有 依 范 数 收敛 (或 称 一 致 收 剑 ) 的 概念 ， T… 
TE BX 一 X%), 著 1 下 一 TI 一 0 (or==), 称 算 子 列 T} 依 范 数 收 剑 于 下 记 为 


TT no 
还 可 以 验证 ，TE 成 X 一 总 )， 有 
1TI = sl Trl = syp,l Trl (4.3-6) 


我 们 利用 等 式 (4. 3 -4) 、(4. 3 一 6) 式 来 并 述 1 了 1 的 几何 意义 . 由 于 1 Tzl / zl 是 
向 量 Tz 与 z 的 长 度 之 比 , 则 (4. 3 一 4) 式 说 明 1 TI 是 映射 了 的 最 大 伸缩 系数 . 而 (4.3 一 
6) 式 表示 X 中 的 单位 球 以 0, 1) 的 象 TB0, 1) 包 含 于 X 的 某 个 以 0 为 中 心 的 最 小 闭 球 ， 
则 这 个 闭 球 的 半径 恰 是 1 TI . 

下 面 , 我 们 举 出 儿 个 例子 说 明 算 子 范 数 的 求法 ; 要 证 明 本 的 范 数 等 于 M, 一 方面 要 证 
明 : Y xE 义 , zl =1, 有 1 Tzl 志 M, 另 一 方面 , 又 要 设法 取 一 特殊 的 a, 1 五 1 三 1 
使 1 Ta 1 = M, 或 者 设法 取 一 列 二 ,1 亏 1 =1, 使 1Tz1 一 M 

例 4.3.6 设 线性 算 子 TL[a, 且 CLa, 司 , 定义 为 


(TDCO=| xadr (4.3-7) 
则 有 1 TI 三 1. 
， 
证 YzxEULe 加 .使 1 zl =| .| x31dr=1, 由 于 


» 4 , 
1 Trl -wl se ml | ,1 9 1dr=| | AD 1dr=1 


即 1 TIS1. 另 一 方面 , 取 a(9= 天 5aE 针 0 问 , 且 1 有 ==1, 因此 


1 TI 1 Tal = mx|| aa = ms], dr=1 
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所 以 1 TI=1. 


例 4.3.7 把 由 (4.3-7) 式 定义 的 算 子 本 看 作 L[w 名- 一 LLw 司 的 映射 时 ， 


1 TI=6a 

证 YzxElLa 加 ,1 zl =], 1 x31dr=1. 由 于 
BY 4 

1Tz1 = 由 .xdd dsj 1xeldrd 


< 是， AD| dr=|] d= b—a 
故 1 TI 三 5 另 一 方面 , 对 满足 e+ 二 一 6 的 自然 数 m 作 函 数 


nn tE 加 “+ 


显然 1 工 ‖ 三 1, 而 且 


[WX dr dt 


1 Tr.l = 上 


ee 证 癌 drt] 1 .dt 
Ey 


2n 
所 以 1 TI 宇 supl Tx.l|=6 a 从 而 TI=6 a 


有 


注 4.3.3 由 例 4.3.6、 例 4.3.7 可 见 , 虽然 给 出 的 算 子 形式 完全 相同 , 但 由 于 把 它 看 


作 不 同 空间 的 映射 ,它们 的 算 子 范 数 也 不 相同 . 


下 面 求 算 子 范 数 的 例子 虽然 比较 复杂 , 但 该 例 的 方法 具有 较 高 技巧 . 
例 4.3.8( 线 性 积分 算 子 的 范 数 ) 设 K( 0 在 矩形 会 s 丘 5 上 连续 , 则 


， 
Tr=| Kes DAD di 


(4.3—8) 


定义 了 (La, 名 并 ww 全 的 线性 有 界 算 子 ( 称 了 为 具有 连续 积分 核 的 线性 积分 算 子 ), 并 


且 有 
1TI = max|, | KCs 1d 
证 显 见 T 是 线性 算 子 ,下 证 (4.3 一 9) 式 。 
一 方面 ，Y xE CLa, 且 , 有 


1 Tel = max|| Ks ox | 


, 
< max| IK(s DAD | dt 


, 
< max | AD |» max| IKsDldt 
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(4.3—9) 


， 
一 ax| 1 Kes aldte lzl 
所 以 
1 TI < max|, | KCs pldt 
由 于 KC sD dr 是 :的 连 绽 函数 , 故 3sE[w 问 ,使 


| | KGs, D1 dt= max| | Ki(s Dldt 

从 而 证 明了 
ITIS)I Ks vlad 
, 
另 一 方面 , 要 证 ; Y 2>0, 1 TI 之 | | K(s,D | di 一 ,为 此 , 邻 (DD=sgnK( ss， 

D(C 是 可 测 函 数 ), 则 | K(s, D1 二 KG(s,， D2。 wn(D. 作 帮 (D5, 要 求 甩 ECLa 加 , 且 
lw |=maxl w (2|=1, 记 

E=(1t| a(D# nm() t€ [a, H]) 
使 得 


mB=mt abnD Ele a) < 
这 里 M= max,| K(s D1( 由 重金 定理 ,这样 的 万 可 以 找到 ). 于 是 有 


| TI = spp, Trl > 1 Tx’ | = max, 


| Ks 25(9d 


= |.Kcs eato+G54o 一 ao 


之 


] Res, EEH res. [a (DD— ao 
>] "| Kassp lade) | KOCsid I (DD— a dt 
>=)! Kossd ld MIs ncD ld 

>| Ks ld 一 2M ,di 

=j 5， D | di—2Mm BB 

> 有 Kis.d ldi—e 


， ， 
由 人 0 任意 , 则 | TI 宇 | | KRCs，D 1dt= max| | KCs D1 dr, 由 此 可 知 (4.3-9) 式 


成 立 . 
注 43.4 对 于 TE 以 一头 ), T 的 范 数 1 T| 实际 上 是 实 泛 函 有力 三 1 Tzl 在 单 
位 闭 球 成 0，1)C X 上 的 上 确 界 . 在 某 些 特殊 情况 下 (例如 X 是 有 限 维 空间 )， 上 确 界 就 
是 最 大 值 . 要 注意 到 这 个 实 泛 函 瓦屋 = 1 Tzl 不 是 线性 的 , 因此 要 精确 地 求 出 线性 有 界 
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算 子 的 范 数 ， 并 非 易 事 . 如 果 问 题 需要 求 出 算 子 范 数 , 通常 依 如 下 步骤 进行 . 

首先 ，Y xzE X, 对 1 Tzl 作出 尽 可 能 准确 的 估计 : 1 Tzl 大 MI zl ,由 此 推测 
1T1 = 人 M 

其 次 , 设法 证 明 1 TI = M, 其 方法 有 : 

《1) 选取 适当 的 a€ 入 ,| 五 1 =1, 使 | Ta 1 三 M, 则 由 1 TI 三 sup,1 Tzl 宇 
1 Tn1=M, 可 知 | TI = M 如 例 4.3.6). 

(2) VY a< M (通常 取 a 二 M 一 = 为 任 给 正 数 ), 选取 雹 E 入 ，| 去 上 二 1, 使 
1 Tw 1 二 a 由 a 的 任意 性 可 知 1 T1 三 M, 即 1 TI = MM 如 例 4.3.8). 

(3) 选取 EE ,1 码 | 二 1, lim1 Tz 大 M( 如 例 4.1.5、 例 4.3.7). 

及 XN 一头) 作为 线性 赋 范 空间 , 还 有 如 下 的 性 质 . 

定理 4.3.3( 完 备 性 ) 设 是 线性 赋 范 空间 ，X 是 Banach 空间 , 则 太 X 一 六 ) 是 
Banach 空间 . 

证 设 TT) 是 以 X 一半 ) 中 的 基本 列 , 则 Y 二 0,3 NN, 当 mn> N 时 ,有 | T. 一 TT.| 
一 < 因此, Y xE 和 %, 有 

ITz— Txzl <IT—TIllzl<elzl (4.3—10) 
即 | 下 对 是 中 中 的 基本 列 . 由 于 时 完备 , 故 T, 直 在 号 中 收 伊 . 设 lim T,zx= yE 是 ,这 
样 由 z 确 定 唯一 的 y, 于 是 可 定义 算 子 T: 昼 一 是 ， 了 过》 
Tz= imTr Vzr€EX 
由 于 人 ,线性 , 故 Y zi, EX, au 所 4 
Tan 十 pm) = lim Tan 十 pr) = lim( aT.nt+ pln) = alim Tn Hlim Tx 


= oTm 十 ATm 
这 说 明 了 是 线性 算 子 , 在 (4.3 -10) 式 中 令 ms 应 用 范 数 的 连续 性 可 得 
1 Tvz 一 Tzl < el zl n> N，zE NX (4.3-11) 


由 此 可 知 , 当 n> N 时 , (T, 一 DE B(N 习 X), 再 由 T,E 以 和 一 X%) ,可知 T= 下 一 
(TL 一 DE HN 一 X%). 由 (4.3-11) 式 可 得 

IT-Tl<e n>N 
即 T, 以 范 数 收 化 于 TE BC 一 总 ), 所 以 成 X 一 总) 是 完备 的 , 即 为 Banach 空间 [LI 


4.3.3 算 子 乘法 及 道 算 子 


已 经 证 明 : (X 一 总 ) 在 算 子 加 法 及 数 乘 意义 下 构成 线性 空间 , 而 成 名 一 着) 在 引进 
范 数 (4. 3 -4) 式 时 构成 线性 赋 范 空间 , 并 且 当 是 完备 时 ， 记 书 一 症 ) 还 是 Banach 空间 . 
下 面 引进 算 子 乘法 的 概念 

定义 4.3.7( 算 子 乘积 ) 设 六 是 一 线性 赋 范 空间 ,Ti,， TE 以 X> 和 ,VY xzEX, 规 
定 : (三) = T(TD, 则 把 TT 称 为 工 左 乘 以 和 ,也 称 卫 右 乘 以 也. 

一 般 地 ,Ti 下 了 三 克 ,如 果 也 开 = 下 下 , 则 称 TT 与 开 可 交换 可 以 证 明 : 如 果 
Ti, TERX>D, 则 TEER XX 和, 且 有 

ITEIEITIIEI (4.3—12) 
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实际 上 , Y xzE X， 
ITEzI<ITIITAASITIITII ZI 
从 而 TTE BX> 和 0, 当 | zl = 二 1 时 ,有 
ITEzl<ITIIEI 
ITEI ypl TREzl<ITIITI 
如 果 在 线性 赋 范 空间 X 的 元 素 之 间 定 义 了 乘法 , 且 Y z，yE X, 都 有 
lzyl lzllyl 
就 称 是 赋 范 代数 .因此 以 X- 六 是 赋 范 代数 .完备 的 赋 范 代数 称 为 Banach 代数 . 当 X 
是 Banach 空间 时 , 则 以 ( X> 加 是 一 Banach 代数 . 
YT, TTE ARX>D, 规定 : TTT=TCET), 有 TE) T= T(E), 
即 算 子 乘法 具有 可 结合 性 质 . 
如 果 Y xE X, 规定 : Tz= 则 称 1 为 中 的 单位 算 子 (或 恒 等 算 子 ), 显然 有 : 
IERB X> DEN I =1: Y TER X*> MD, IT=T TET 
Y TE RX 加 ,规定 : T=L T=T, T=TT, ww， T=TT"',", 则 7"= 
区 ,并 可 定义 算 子 多 项 式 为 
RDND=altaTtaT+"+aTERX= NX 


且 有 
IRDI Slaltlial TI+tial I TI +"+l ol I TI'<+™ 
这 里 RDzr= azrtaTrt eTrt"t+aTr 
下 面 定理 给 出 BX> 入 中 算 子 (I 三 卫 可 道 的 一 个 充分 条 件 , 这 个 定理 在 应 用 选 代 法 
求解 算 子 方程 时 十 分 有 用 . 


定理 4.3.4( 算 子 的 送 ) ”如 果 X 是 Banach 空间 ，TE BCX 和 | TI 二 1， 则 算 子 
(三 DD 是 可 道 算 子 , 并 有 


(一 D = 福王 (4.3—13) 
这 里 (1 一 人 "是 线性 有 界 算 子 . 
证 因 | TI 三 1， 所 以 > 1 TI 收敛. 由 于 


了 


x 171 
IoyT oyIT YT = 一 一 
i 名 名 I— T1711 


可 知 > 并 是 及 X 一 和 中 的 基本 列 , 再 由 以 X 一 加 完 备 知 , 3 AE 及 X NO， 使 


(DA=(- DHT=YVT-»T =1 
MI-D= FT I-D=FT-»T™ =1 


所 以 (一 D = A= > T. U 
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例 4.3.9 设 K(s 0 在 矩形 Es 乓 0 上 连续 ，M= max,| K(s D1 二 (6 一, 则 
线性 积分 方程 


A9=| Ks DAD dt XY (4.3-14) 
对 每 一 固定 的 X 9E Cu 可, 在 CLa, 症 中 有 唯一 解 , 此 解 为 
a(9=| Rs DAD dt XD (4.3—15) 
其 中 RsD=>KOeD 
| 


K'(sD = 上 Ks aa)KCn，z)…RKrn， D dredr 
证 令 KR:Ca. gdda 四 VY xE Ca 可. 

(KD =] .KGs DAD dt 

由 例 4.3.8 知 ，K 是 线性 有 界 算 子 , 且 
LKI = my] | KCs D | dt< max| (6— 四 dt=1 
显然 积分 方程 (4. 3 -14) 等 价 于 算 子 方程 
(I- Pzr=y (4.3—16) 

由 定理 4.3.4 知 , (1 一 KR "= 之 KK 则 (4.3 一 16) 式 有 解 : 


z=(I—- Ry= YKyty 
即 (4. 3 一 15) 式 成 立 。 


4.4 线性 算 子 的 基本 定理 


本 节 介 绍 线性 算 子 理论 的 三 个 基本 定理 , 即 Banach 道 算 子 定理 、 闭 图 象 定理 和 巴 拿 
赫 一 斯 坦 图 豪 斯 (Banach -Steinhaus) 共鸣 定 理 . 它们 与 泛 函 延 拓 定 理 一 起 在 理论 上 奠定 了 
泛 函 分 析 的 基础 ,常常 被 认为 是 赋 范 空间 中 的 泛 函 分 析 的 四 大 基石 ,这 些 定理 在 证 明 上 具 
有 一 定 的 技巧 ,在 应 用 上 非常 广泛 . 


4.4.1 首 算 子 定理 


在 上 节 我 们 定义 了 算 子 的 加 法 、 数 乘 及 算 子 的 乘法 运算 .在 这 里 , 我 们 需要 考虑 算 子 
的 “除法 "运算 , 因为 它 与 求解 各 类 算 子 方程 密切 相关 . 例如, 设 FX>Y, 考虑 算 子 方程 
Fr=y (4.4—-1) 
如 果 映 射 F 存 在 朔 映射 F', 则 (4.4 一 1) 式 的 解 为 =F "x 
设 ,XX% 是 同一 数 域 A 上 的 两 个 线性 赋 范 空间 ，F: Dt 及 一 总 ,为 一 算 子 (映射 ). 
定义 4.4. 1( 逆 算 子 ) 算 子 下 称 为 可 递 算 子 , 是 指 下 实现 了 定义 域 D( 让 与 值 域 
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R( 户 CC NX 之 间 的 一 一 对 应 . 用 FF' 记 下 的 道 对 应 ,并 称 F 为 下 的 道 算 子 (或 道 映 射 ). 

下 面 的 结果 是 明显 的 ， 

(DCF )= 有 有， RF)=DD; 

(2) 当 下 是 线性 算 子 时 ，F 也 是 线性 算 子 ， 

(3) F'F=Inn, FF '= lun. 

证 仅 证 (2), 由 于 下 是 线性 算 子 , 且 下 可 道 , 故 Y y, xE RD,3a, a€ DD, 
使 Fa=y, Fa=yw' 即 2=F'y, n=F'y. Ya 人 有 

Ran + Hn) = oF n+ pFn = oy + py 
所 以 
Fi(mt+ph) = antie= oa y+ 'y 
即 FF 是 线性 算 子 . 

定义 4.4.2( 正 则 算 子 ) 设 X，X 是 同一 数 域 A 上 的 线性 赋 范 空间 ，F: DC 让 (CC 
X ) 一 总 是 线性 算 子 , 如果 下 还 满足 

(1) 下 是 可 道 算 子 ， 

《2) 下 是 满 射 , 即 R( 中 二 六 ， 

(3) 下 是 有 界线 性 算 子 ， 

则 称 下 是 正则 算 子 . 
注 44.1 特别 情况 ; 如 果 FF 入 一生 ,DD 户 = 二 和 民 甩 = 总 , 上 且 下 可 道 , 则 显然 有 
FF= 1s, FF'= I (4.4—2) 
其 中 人 ，I 分 别 是 X， 六 上 的 恒 等 算 子 . 

当 书 昼 一 X 是 正则 算 子 时 , 算 子 方程 (4.4 -1) 对 任何 yE 站 有 唯一 的 连续 解 
= Fy. 

考虑 如 下 的 问题 , 设 TE BX 一 总 ) 可 递 , 且 了 满 射 CR 了 一 吕 ), 问 : T ”是 否 有 界 
( 即 了 是 否 是 正则 算 子 ) ? 

在 一 般 情况 下 , 答案 是 否定 的 . 例如 : 考虑 积分 算 子 T; (0, 1]>C[0, 1], (TD(D 
=) x Ddt, VY xE C0,1], 则 T' z= x(D, VY xE C[0, 1], 是 无 界 算 子 ， 如 果 进 一 步 
假定 了 的 值 域 是 完备 的 , 情况 就 不 同 了 , 此 时 有 下 面 定理 . 

定理 4.4.1(Banach 逆 算 子 定理 ) 设 了 是 Banach 空间 X 到 Banach 室 间 X 的 可 道 、 
满 射 的 线性 有 界 算 子 ， 则 了 的 道 算 子 T 是 有 界 算 子 ( 即 正则 算 子 ). 

为 了 证 明定 理 4. 4. 1， 需 要 所 谓 的 开 映 射 定理 作为 辅助 定理 开 映射 定理 的 证 明 的 确 
不 易 ， 要 用 到 较 多 的 预备 知识 , 这 里 不 给 出 其 证 明 ( 可 参看 文献 [1] 或 [3])， 这 里 仅 给 出 开 
映射 的 定义 及 开 映射 定理 的 结论 . 

定义 4.4.3( 开 映射 ) 设 X ， 是 线性 赋 范 空间 , 如 果 有 映射 把 PK DC X ) 中 的 
任何 开 集 映射 为 RD 的 开 集 ， 则 称 了 为 开 映射 . 

注 4.4.2 这 里 要 注意 区 分 连续 映射 与 开 映射 的 差别 例如， f: R 一 R'，f 力 二 
sinz Y xzER , 则 f 连 续 ，f 把 开 集 (0, 2z) 映 为 闭 集 [ 一 1, 1], 所 以 /不 是 开 上 映射， 还 可 
以 证 明 : Ti R 一 R ,VY z=(n ,a)ER ，Tz=(m, 0), 则 不 是 开 映 射 ，T: R 一 R 
Tx= w ER，, 则 了 是 开 映 射 . 
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引 理 4. 4.1( 开 映 射 定理 ) 设 X，X 都 是 Banach 空间 ，TE BCX 一 总 ),， 并 且 
也 = 时, 则 了 必 为 开 映 射 - U 
下 面 应 用 开 映 射 定理 证 明定 理 4.4.1. 记 &0,1)={ x€ 针 11 zl 一 1), 由 引 理 4.4.1 
知 TS0, 1) 是 总 中 的 开 集 , 又 因 0E TS0, 1), 故 存在 6>0, 使 得 
0, HES TSO, 1) 
对 任何 yE S(0, 六 ,存在 xE S(0, 1), 使 天 Tzr, 即 T (Wy= xE S(0, 1), 所 以 


T (CNESo, 1D, 即 当 | yl 三 6 时 , | TT(W1<l 对 司 忠 , 令 I Lsl 


= 立 <s 故 有 
TO = 1T pl = Tl 
, aT ul aT 

EY 

= Tu < 
即 IT lul = Mol (M= 委 | 

回 \ 仿 

故 T' 有 界 . U 


应 用 Banach 道 算 子 定理 可 以 得 到 Banach 空间 上 范 数 等 价 的 一 个 结果 . 

推论 4.4.1 设 X 是 线性 空间 , 它 在 1，1,，1。1: 下 均 为 Banach 空间 , 如 果 存 在 
常数 M 二 0, 使 | zl 1 zlCyY z€E DD, 则 上 1。1 与 1。，1: 等 价 . 

证 设 上 下 X=~X 是 便 等 算 子 , 把 [看 作 (X，1，1 ?一 (X，1。1:) 线 性 算 子 , 由 于 
YazEX zl: 所 M1 zl， 则 1 满足 定理 4.4.1 的 条 件 , 根据 定理 4.4.1 知 3 M, 使 
1 天 zl 过 MIzl:, 即 1 zl 和 MI zl: ,因此 1 。1 与 1 。 1， 等 价 . 


4.4.2 闭 图 象 定理 


我 们 知道 : 一 元 函数 y= 太刀 的 图 象 可 以 看 作 R 中 的 点 集 : 
GN={(x WW1 y= AAD, rE DN) 
仿 此 可 以 定义 算 子 图 象 . 
定义 4.4.4( 闭 算 子 ) 设 处， XX 是 线性 赋 范 空间 ,TD( D(C XX ) 一 是 线性 算 
子 , 若 了 的 图 象 


QD={(r, 1 y= Tr, xr€ DD) (4.4—3) 
是 乘积 空间 XXX 中 的 闭 集 , 则 称 了 是 闭 线性 算 子 (简称 闭 算 子 ). 
总 关 中 的 范 数 可 定义 为 
IlCmnDl = 1xl+t+ lyl (4.4—4) 
当 X%，X 都 是 Banach 空间 时 ,XX XX 也 是 Banach 空间 . 
下 面 给 出 闭 算 子 的 等 价 条 件 ， 利 用 这 一 等 价 条 件 来 验证 线性 算 子 是 否 为 闭 算 子 比较 
方便 . 
引 理 4.4.2( 闭 算 子 的 等 价 条 件 ) 设 ,XX 是 线性 赋 范 空间 , T; DL D(CX)>X 
是 线性 算 子 , 则 了 为 闭 算 子 < YE D(D, 当 二 XE 和 Tz yE % 时 , 必 有 
xEDNDE T=y 
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证 一 ”如果 了 是 闭 算 子 , 那么 当 二 E DD ,zz Tx” y 时 , 显然 有 ( zz，Tx) 
CQD, 而且 在 乘积 空间 XXX% 中 有 (zz，Tzx) 一 ( t ,由 于 G( 人 DD 是 针 XX 中 的 闭 
集 , 故 (二 DEGD, 妈 zxEDD, Te 

二 V(t Tz)E GD, 当 (z TH)>( nm 时, 显然 有 zi Ta 由 条 件 
知 zxE DTD = Tz, 则 有 (z=(z TDEGTD, 即 GD 中 每 一 收敛 点 列 的 极限 都 
在 GT 中 , 所 以 G( DD 是 闭 集 , 即 了 是 闭 算 子 . U 

对 于 线性 算 子 , 已 有 三 个 重要 的 概念 即 连 续 性 、 有 界 性 及 闭 性 . 我 们 已 经 知道 , 对 于 
线性 算 子 , 连续 性 与 有 界 性 是 等 价 的 . 因此 , 对 于 线性 算 子 实质 上 只 有 两 个 不 同 的 概念， 
即 有 界 性 与 闭 性 ， 下面 我 们 来 研究 有 界 性 与 闭 性 的 关系 ， 即 有 界线 性 算 子 在 什么 条 件 下 是 
闭 线性 算 子 ? 闭 线性 算 子 在 什么 条 件 下 是 有 界线 性 算 子 ? 

定理 4.4.2 设 T Dt D(C 和) 一 XX 是 线性 有 界 算 子 , 如 果 D 也 是 X 的 闭 线性 子 
空间 , 则 了 为 闭 线性 算 子 .特别 地 , 当 次 卫 = X 时 ， 了 是 闭 线性 算 子 . 

证 V(x Tx)E GCTD, 当 ( 石 ，Tma) 一 ( 厂 吃 时 , 要 证 (x EG(T， 因为 
(a TD>(n HT Tay 由 于 D(D 闭 , 故 x€ ITD, 再 由 了 有 界 , 则 
lim Tz 二 Tz, 所 以 y= Tz 由 引 理 4.4.2 知 了 是 闭 线性 算 子 . UU 

定理 4.4.3( 闭 图 象 定理 ) 设 X ，X 都 是 Banach 空间 , Ti DCD(CX) 一 X 是 闭 
线性 算 子 , 其 中 DC DD 是 X 的 闭 线性 子 空间 , 则 了 是 连续 线性 算 子 . 

证 因为 次 也 是 X 的 一 个 闭 子 空间 , 故 它 本 身 按 入 上 的 范 数 可 视 为 一 个 Bananch 
空间 , 又 了 是 线性 算 子 , 易 知 G( 站) 是 和 % XX 总 的 一 个 线性 子 空间 . 再 由 假设 G( 也 是 闭 
的 , 故 G( 是 入 XX 的 闭 子 空间 , 从 而 按 半生 上 的 范 数 G( 也是 Banach 空间 . 今 定 
义 线性 算 子 A: GCT 一 DD 如 下 : 

Axz TD= x Y(n TDEAD 
则 A 是 一 对 一 的 . 事实 上 , 车 = z, 则 Tw 二 Ta, 从 而 (nn, Tz)=( Ta)， A 显然 
有 界 . 根据 逆 算 子 定理 ,A 具有 有 界 逆 A ，; DD 一 G(D ,从 而 


lox TD = A(DNHEIA Nz Yr€E DTD 
于 是 
Trl< lr THEIA NIzI YEDD 
由 此 可 知 了 是 有 界 算 子 , 即 了 连续 . U 


当 区 也 = 总 时 , 应 用 定理 4.4.2、 定理 4.4.3 可 得 下 面 推论 . 
推论 4.4.2 设 X，X 都 是 Banach 空间 ，TE(X 一 X), 则 
T 有 界 < 一 了 闭 U 

注 4.4.3 闭 图 象 定理 在 验证 线性 算 子 为 有 界 算 子 时 是 经 常 要 用 到 的 ， 特 别 是 用 泛 函 
分 析 方 法 研究 偏 微分 方程 时 显得 尤为 重要 . 巾 于 偏 微分 算 子 直接 验证 其 连续 性 比较 困难 ， 
往往 先 验证 偏 微分 算 子 是 闭 算 子 ， 再 用 闭 图 象 定理 来 证 明 它 是 连续 算 子 . 

给 出 下 面 两 例 , 以 说 明 线 性 算 子 的 闭 性 与 连续 性 是 不 同 的 两 个 概念 . 

例 4.4.1 取 X=C0, 1], DD=( zxE Xlz(DE do0, 1]), 定 义 T: ID- 一 X= 
O000, 1] 如 下: Y x€E DD ,Tz= xz(D, 则 了 是 无 界 的 , 但 了 是 闭 线性 算 子 . 

证 由 例 4.3.6 可 知 了 是 无 界 算 子 . 下 证 了 是 闭 算 子 . 设 二 E DC 了 ,上 且 五 一 五 
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Tz> x 因为 在 [0, 1 中 的 收敛 是 函数 列 的 一 致 收 伊 , 由 (D5 二 TzCD MD 即 工 
《0 在 [0, 1] 上 一 致 收 剑 于 X D, 所 以 有 


| xadr=| lmacd dr= lm) a(9 dr 


AD— A0) 


= lim[ z() — x.(0)] 
即 x = A0) +t) x Ddr, 从 而 把 以 D, 且 Tz 二 = x% 由 引 理 4.4.2 知人 本 是 闭 算 
子 . 

例 4.4.1 说 明 闭 性 不 萄 含有 界 性 ， 下 例 说 明 有 界 性 不 萄 含 闭 性 . 

例 4.4.2 取 X=-Cw 由， 区 了 三 夺 w 司 是 [ww 可 上 的 实 系数 多 项 式 的 全 体 ， 则 
DD 是 (La, 司 的 线性 子 室 间 ，DX DD 是 CL a, 司 的 真子 空间 . 取 T: D( DD 一 CL a, 司 为 便 
等 算 子 . 显然 , 算 子 了 是 有 界 算 子 , 但 了 不 是 闭 算 子 . 事实 上 , 取 x D=sin  X DT， 
由 区 了 在 X= La, 司 中 稠密 可 知 , 存在 HE ID, 使 二 xzEX Ta=mazEX, 但 
(zx 忆 =[sin 4, sin DE GCD, 故 了 不 是 闭 算 子 . 


4.4.3 共鸣 定理 


在 许多 数学 问题 中 ,人们 经 常 遇 到 的 不 只 是 单个 的 线性 有 界 算 子 , 而 是 一 族 线性 有 界 
算 子 . 并 需要 讨论 这 一 族 线性 有 界 算 子 在 什么 条 件 下 一 致 有 界 ?关于 这 一 问题 , 巴 拿 赫 一 
斯 坦 因 豪 斯 (Banach - Steinhaus) 给 出 了 一 个 非常 漂亮 的 结果 , 即 共 鸣 定理 . 

定理 4.4.4(Banach - Steinhaus 共鸣 定理 ) 设 X% 是 Banach 空间 ，X 是 线性 赋 范 空 
间 ,1 TIrE 全 是 一 族 入 一 六 的 线性 有 界 算 子 (这 里 A 是 指标 集 ), 则 ( 1 Tr 到 和 性 有 
界 < 一 对 每 一 x€ 着 ,! 1 Tz1，tE 外 有 界 . 

证 一 由 上 TT| ,rE A} 有 界 , 则 3 M>0, 使 Y 翅 A 有 I1 TIMYzENX 
(xz 固 定 ), 有 

1Tzls1TIIzlsMIzl VreAa 
即 | Tzl ,xE 全 有 界 . 

一 ”用 反 证 法 . 设 sup 1 下 上 三 十 <, 则 可 证 在 任何 闭 球 上 {1 zl ,2E 入 都 无 界 . 事 
实 上 , 设 | 上 Tizl，rE 入 在 闭 球 及 ,四 上 有 界 , 即 1 Tz 三 M= 常 数 ,VY zxE B( 及 ， 
DD，tE A 都 成 立 。Y 3E 疝 ， 3 天 0, 令 TT 如, 则 zE 到, 六, 从 而 上 位 zl 去 
AM, 即 


ll T+ Tanl<M (4.4-5) 


由 假设 sgp1 Tw 1 = M 二 十 一 ， 从 而 由 (4.4 一 5) 式 得 
My 


由 yE X 的 任意 性 , 得 1 下 1 二 二 一 十 cc, 这 与 sup | 下 上 一 十 c= 相 矛盾 . 


在 X 中 任 取 开 球 及 一 肪 (五 ，m), 由 于 | ‖ 个 z1， 二 全 在 巨 上 无 界 , 则 存在 下 及 
EB, 使 
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lITal>1 
由 全 的 连续 性 , 则 有 开 球 B= 已 ( 5,) 忆 ,使 1 全 | >1,V zE BB ,这 里 可 取 1 二 雪 


得 由 ‖ 工 xz1| ， 友 入 在 B 上 无 界 , 则 存在 下 及 EB., 使 
ITal>2 


由 工 的 连续 性 , 则 有 开 球 及 一 及 (五 ，) 握 且 , 使 | 下 z1 >2，YzE BB, 且 < 让 


继续 以 上 的 作法 ， 可 得 有 界 算 子 列 T,) 及 一 串 闭 球 B.,)，BB, 满足 ; B 习 了 … BB. 汪 …， 
nm0, 上 且 有 
1Tzl 之 mVYzE 有 nl12.3，… 


由 于 X 是 Banach 空间 , 故 存在 唯一 点 x E NB.. 从 而 
ITrl2n n= 1,2, 3,. 
这 与 对 每 一 固定 的 zxE ,sup | Tzll 有 界 相 矛盾 . U 
注 4.4.4 共鸣 定理 告诉 我 们 , 为 了 证 明 线性 有 界 算 子 论 T.，rE 人 一 致 有 界 ， 只 要 
证 明 对 Banach 空间 X 中 的 每 一 个 z,1 Tr 只 由 在 总 中 有 界 即 可 , 因此 , 共鸣 定理 也 
称 为 一 致 有 界 原理 . 


4.4.4 应 用 举例 


这 里 举 几 个 例子 , 说 明道 算 子 定理 、 闭 图 象 定理 和 共鸣 定理 的 应 用 . 
例 4#.4.3( 线 性 微分 方程 解 的 连续 依赖 性 ) 设 p(D, p(D.,…, ph(DE Ca 症 , 考 
虚 上 阶 线性 微分 方程 的 初 值 问 题 : 
二 Ty (4.4—6) 
AO= XO0="= 1 "(0=0 (4.4-7) 
由 常 微分 方程 的 基本 理论 可 知 ，Y yE CT a, 症 , 初 值 问题 (4.4 -6)、(4.4 一 7) 有 唯一 k 阶 
连续 可 微 解 x. 证 明 : 解 x 连续 地 依赖 于 x 
证 用 CLa, 且 记 [a。 回 具有 上 阶 连 续 导 数 的 函数 的 全 体 , 对 zE CL w 症 , 规定 


4 
1 zl 一 之 ma 1 区 (站 | 
则 Ca 司 构 成 Banach 空间 , 考虑 C[a， 司 的 子 空间 
Cfa d={7x| x€ Cla 加 ,区 四 = (= = 21"(0=0) 
则 GL a, 司 是 CL a 司 的 闭 子 空间 , 故 G[ a, 司 是 Banach 空间 . 定义 算 子 T: G[ a, 可 ~ 
Ca 有 如下: Y xE G[La, 中， 
Tr= 2*+a2"" 
由 于 p(1 志 污 局 是 [a, 可 上 的 连续 函数 故 
1Tzl = max | (TDD | 


十 … 十 加工 


4 4 
[1+2 max|l 户 (六 |]| 2 max| 2°(0 |) 
Lr 2 
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= (1+ pI)lal 

即 个 是 有 界线 性 算 子 . 

再 由 于 Y 3E CTw 司 , 初 值 问题 (4.4-6)、(4.4-7) 有 唯一 解 x 因而 了 是 CG[w 司 
到 CLa, 司 的 一 一 映射 , 由 道 算 子 定理 可 知 ; T "是 (La, 加 一 GI[w 司 的 连续 线性 算 子 , 则 
=T'y 

lzl<lT IlyI (4.4—8) 

这 就 是 说 , 当 3E Ce, 司 作 微小 变化 时 ， 相 应 地 , 初 值 问题 的 解 z 也 只 作 微小 的 变化 , 即 
连续 地 依赖 于 > 

例 4.4.4， 设 无 穷 拭 阵 


Ql as as 
Wl Qs 
A= 
a 四 


X= (1, 1 "El 
有 
a as a 
wl 全 
了 一 hx 一 ( 石 ， 瑟 五， 
a & 
= We Ho EL (4.4—9) 
其 中 , % = > zu， j= 二 1, 2, …. 证 明 4 是 连续 算 子 . 


证 因为 1 是 Banach 空间 , 由 (4.4-9) 式 知 ,4E (1 一 1), 由 闭 图 象 定理 可 知 , 要 证 
A 连续 ,只 须 证 4 闭 即 可 . 
Vx, hr) E GM, (Ar 一 (月 EXE 
即 kx 一 xiE7， 4xJEP 要 证 (z 用 EC 有 有 有, 即 要 证 天 4x 记 


A Cs 
y=( 
Ar 一 ee)》 
由 Ar,>y 知 ,对 每 个 j, 有 
1 32 3 1) 0 ne 


111 


另 一 方面 , 对 每 个 j, 有 


I= || 


Slats— sn)l 
| 


a 


< (31) (1 
= [211) 1 x— x 0 nro 


所 以 二 ， 即 天 4x 由 引 理 4.4.2 知 4 是 闭 线性 算 子 . 

例 4.4.5 设 及 1， KD 是 区 间 [o 可 上 的 可 测 丽 数 ， 如 果 对 于 任何 x DE L[w 加 
| 有 + 十 =] 积分 ( 工 积分 $x( 0 KD dr 都 存在 , 则 KDE La 回 . 

证 对 每 一 自然 数 m 令 


D | 志 
m0= | laADIEn 


0 IAD I>n 
则 有 (0 是 有 界 可 测 函 数 , 作 LL a 名 上 的 线性 泛 函 ， 


F(AD=| xDg(Ddt rE LTo (4.4—10) 


应 用 Holder 不 等 式 , 易 知 F.( ;三 1, 2, 3, …) 是 LL a, 轨 上 的 有 界线 性 泛 函 . 由 题 设 易 知 
1 xD 可 积 . 因为 | x 5g.(D | 三 | (Dg(D1, 对 (4.4--10) 式 应 用 控制 收 合 定 理 , 有 


imF(D = lim| AD gD dt 
4 ， 
=j imxpg(p) di= | z(0 a(d dt 
根据 共鸣 定理 知 | ‖ F, | ;有 界 . 再 由 
F(sgng(D | gD 1™') =] | gD ldt 


IFl lsgng(d)| gd)" le 


1E1 人 | cd 
即 知 || 1&2 ld “二 上天 下 ,因此 人 | | gD 1 qd 有 界 . 最 后 册 
外 AD 1'di= 各 | | gD | dt<+ om 


可 得 DE LTa, 月 . 

例 4.4.6(Fourier 级 数 发 散 问 题 ) 存在 一 个 实 值 的 周期 为 2x 的 连续 函数 , 它 的 Fou- 
rier 级 数 在 二 0 点 是 发 散 的 . 

证 用 G: 记 周期 为 2 的 实 值 连续 函数 的 全 体 , 对 FE G:，f 导 出 的 Fourier 级 数 为 


Tat acs mt hsin 几 (4.4-11) 
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其 中 
| ,AD cos mdt n= 0, 1, 2, 


" 
be TnD sin mdi Nm 1, By 
当 记 0 时 , 级 数 为 坝 a 十 22 a， 其 前 st1 项 部 分 和 为 
et 
SCD = 去 a + 立 “= 旨 .Ke9[1 十 2 eos Kr] dt 


记 KA(D==1+ 2%9 coskt， 经 过 简单 计算 可 得 


1 
sin| nm 十 本 | 
KD = a 
i 
si 
现在 要 证 明 , 存在 fE CG., 使 
SD = 去 | ADK pdt (4.4—12) 


组 成 的 数列 | S.( 由) 发 散 . 为 此 , 我 们 将 证 明 存在 JE G. 使 S.( 记 ) 无 界 . 由 (4.4 一 12) 式 
易 知 SS，G。 一 R' 是 线性 泛 函 , 且 


1S.CP 1 过 max | f(D | | KR.(D dt 
= MI 
其 中 M == 去 | ,| KC | df 这 说 明 S, 是 Ce 上 的 线性 连续 泛 函 . 还 可 以 进一步 证 明 
《证 略 ). 
1 S.1 =M= 直 | .1 KD 1 dr (4.4—13) 


注意 ，G. 是 Banach 空间 , 为 了 证 明 存在 JE G.，, 使 S.( 用) 无 界 , 根据 共鸣 定理 ,只 
要 证 明 ! | S,1 ) 无 界 即 可 .由 (4.4 一 13) 式 , 有 


1 
。| sinl n+ 序 |+ 
EE 
2 0 
in 地 


1 |sin(2nt Ds 
Sins 


ds 


1 Lsin(2nt Dsl yg, 
5 


LU duo ne 
加 


即 | S.1 ) 无 界 . 
注 4.4.5 例 4.4.6 说 明 ; 要 求 每 个 以 2x 为 周期 的 连续 函数 的 Fourier 级 数 都 收敛 是 
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做 不 到 的 . 早 在 20 世纪 初 由 费 页 (Fejer) 给 出 了 构造 性 的 反例 . 在 例 4.4.6 中 , 我 们 应 用 泛 
请 分 析 的 观点 和 方法 , 证 明了 Fourier 级 数 不 收 化 于 自身 的 连续 函数 的 存在 性 . 这 个 证 明 
方法 是 非 构 造 性 , 远 比 构造 性 方法 简单 , 体现 了 泛 函 分 析 高 度 抽 象 概括 的 特点 . 


4.5 强 收敛 、 弱 收敛 与 一 致 收敛 


在 微 积分 中 , 对 于 函数 列 的 收 僵 , 最 常见 的 有 逐 点 收敛 与 一 致 收 僵 ,由 于 考虑 问题 的 
不 同 , 在 不 同 场合 应 用 不 同 的 收敛 性 . 在 抽象 空间 中 , 点 列 、 泛 函 列 、 算 子 列 也 有 类 似 的 收 
化 性 ,在 本 节 中 , 我 们 来 介绍 点 列 及 算 子 列 的 其 它 收 伊 性 . 


4.5.1 赋 范 空间 中 点 列 的 强 收敛 与 弱 收 敛 


定义 4.5.1( 强 收 北 、 弱 收 敏 ) 设 X 是 线性 赋 范 室 间 ， 二 E XX 
(1) 如 果 存 在 zE X, 使 得 | 茎 一 zl 一 0, 则 称 点 列 忒 } 强 收敛 于 
{2) 如 果 存 在 zE X, 对 任何 JE XX， 有 | 大 三) 一 环 力 | 一 0, 则 称 | 


为 工 - 王 r， 并 称 z 为 | 的 弱 极限 . 

由 定义 可 知 , 点 列 工 ) 强 收敛 就 是 ( 到) 按 范 数 收 剑 ;{ 云 ) 弱 收敛 是 指 对 任何 fE X ， 
数列 a.) = 去)) 都 收敛 . 

弱 收 敏 点 列 有 以 下 的 性 质 . 

定理 4.5.1( 性 质 ) 说 z)CX, xE XX 

(1) 车 六 zr, 则 弱 极 限 唯一 ; 

(2) 如 果 一 则 一 x, 反之 不 真 : 

(3) 如 果 去 一 zx, 则 数列 1 去 1) 有 界 . 

证 (D 设 zy 且 吉 zx, 则 Y JEX ,fz)> 有 RD, 且 fz)> 有 zx),; 由 
于 数列 A xz,)) 的 极限 唯一 , 故 KD= 有 RD), 即 KAD 一 DD=f 7)=0,YfEX. 
如 果 工夫 五 则 x 一式 关 0, 由 Hahn - Banach 定理 知 , 存在 万 EX ,使 1 五 1=1， 
所 (二 Zz) 二 zz 中 关 0, 这 就 得 到 矛盾 , 故 x 二 

(2) YE X ,有 1 无 如) 一 天 如 | 委 1711 TI 由 1 一 z1 一 0, 则 


[fAz)— RDI>0, 所 以 到 


工 - 王 ， 而 xz 的 例子 取 刀 为 希 尔 伯 特 室 间 ,1 6 是 甩 的 标准 正 交 系 ，Y JE 


厅 ,存在 唯一 ze H, 有 


石 } 弱 收敛 于 五 记 


AD=(n2 YrzEH 
于 是 A &) 二 (&， 轨 ,由 Bessel 不 等 式 , 有 


De dl Ell 


因此 ， 级 数 1(e, 马上 收敛 , 故 太 6)=(@， 3 一 0 二 A0). 由 于 fEH 任意 , 故 忆 
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0, 但 是 
ee—el’ =(e— 6 66)=2 mn 
所 以 | 6 不 强 收 化. 
(3) 因为 Y fE X ,数列 (zx)) 收 化 ,所 以 它 是 有 界 的 , 即 3 G0, 使 | f(z) | 三 
Cj。 (这 里 C; 与 了 有 关 与 "无 关 ). 通过 映射 五 zx ZE X (定理 4.2.3),， 并 应 用 (4. 2. 
10) 式 ( 即 元 (万 = 太 卫 ?定义 五 E X .对 所 有 的 m 


1 有 (有 1=| 及 Cr 
即 YJE X , 数列 (用 ) 有 界 , 又 因为 X 是 Banach 室 间 , 利用 共鸣 定理 , 可 得 1 式 1 ) 
是 有 界 的 , 再 应 用 (4.2 -11) 式 得 | 上 二 1 = 1 去 上 } 有 界 . U 


我 们 知道 ,在 微 积分 中 只 有 数列 收 化 的 概念 , 没有 强 收敛 与 弱 收 僵 之 分 , 原因 在 于 数 
列 所 在 的 空间 R' 是 一 维 线性 赋 范 空间 ,下面 要 证 在 有 限 维 空间 上 , 点 列 弱 收 敛 与 强 收敛 
是 相同 的 . 这 说 明 弱 收敛 的 概念 在 本 质 上 仅 对 无 穷 维 空间 有 意义 . 
定理 4.5.2 设 义 是 有 限 维 线性 赋 范 空间 , { 二 )C X，zE X, 则 
zt 


证 一 显然 成 立 . 
一 设 X 是 4 维 的 ，: r， av ee 是 X 的 一 组 基 , 则 


人 十 中 十 十 地 


z= Aq+taeat"+oe 

令 G=spanl a el) 是 外 的 1 维 子 空间 , 从 而 G 是 闭 子 空间 ， 
d= 0G)>>0 (二 1, 2,，…， 月 , 由 Hahn -Banach 定理 的 推论 4.2.2 知 , 存在 FE 
,使 


fl(e)= di>0, fe)=0 ji 
记 和 = 二 (这 1, 2, …, 月 , 则 有 


Te =1， f=0 jz#i 


于 是 

fmD=d, f(D=@ i ls 2; sk 

HD ra i=1,2,%,n 
因此 

4 
1 六 一 站 二 1 2 一 ael 
4 
Fld—allel—0 n> 亚 

即 知 五 一 工 U 


例 4.5.1 在 R 中 , 弱 收 化 与 强 收 敛 等 价 . 
例 4.5.2 在 希 尔 伯 特 空间 万 中 , 点 列 区 -于 re Y EH 有 


(zx D2 
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弱 


定理 4.5.3( 弱 收敛 的 等 价 条 件 ) 设 X 是 线性 赋 范 空间 ,| CX waEX. 则 去 T 
< 一 以 下 两 条 同时 成 立 ， 
(D1 1 二 1) 有 界 ， 


(2) 存在 X 的 一 个 稠密 子 集 M , 使 Y /E AM 有 limf x)= A 而 ). 


证 二 若 刀 下 a, 根据 定理 4.5.1 的 结论 (3) 知 ‖ 二 上 有 界 , 而 条 件 (2 显然 成 立 . 
一 由 (1) 存 在 常数 K>0, 使 | 二 1 过 Ko 1, 2, 3,…. 因 M 在 X 中 稠密 ， 
于 是 Y fEX 及 Ye0,. 3FEM ,使 
1 一 FT1<e 
从 而 
IR — fn) | Rr fn) | 十 | fm) 一 天 (而 ) | 十 | fw)— Fw) 
2Ket| f(z) — flm) | 


根据 假设 条 件 (2) 可 见 
limf zx) = fm) 
in U 
推论 4.5.1 设 用 是 希 尔 伯 特 室 间 ,1 6) 是 及 的 完全 标准 正 交 系 , 则 用 中 点 列 x。 
下 < 以 下 两 条 同时 成 立 : 


《D1 1 五 1 有 界 ， 

(2) 对 每 一 e， 允 1. 2, 3，…， lim( 五 ，e) 一 (五 ，e). 

证 根据 定理 4.5. 3， 只 要 能 证 明 有 MC H，M 在 刀 中 稠密 ，VY xE M， 成 立 
则 推论 成 立 . 事实 上 , 由 于 | &“) 是 厅 的 完全 标准 正 交 系 , 故 Y xE 


lim( x, 3=(n, 


， 
H, 有 z= D(z ae, 记 a= > (za ee, 则 az 从 而 M=spanl ea) 在 甩 中 稠密 . 
4 | 


YEM, 则 z= > ae- 
lim( zo 2 = lim| x D0) = lm al x,, 0) 
一 一 各 1 


' 4 
= Fa 0)= [sn, >iaoej=(a, 2 
人 Ht 


例 4.5.3 在 上 [一 x, J 中 ,二 ->{ 满足， 
(D1 1 元) 有 界 ， 


(2) 加 | x D dt= | ae dt 


cos 好 
sin kt 


lim] a0 SK 


ma 


| dz 


证 由 于 | 后 直 玉 + 让 os 如 让 和 ht…] 是 下 [一 x, 如 的 完全 
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标准 正 交 系 . 根据 推论 4. 5. 1 便 得 结论 . 

例 4.5.4 设 义 是 线性 赋 范 空间 ，M 是 X 的 闭 线性 子 空间 , 证 明 ; 如 果 ( 五 JC M, 并 
且 友 名, 则 aEM 

证 如 果 加 EM, 因 M 闭 , 故 尿 ,MW 二 d>0, 由 泛 琢 延 拓 定 理 可 知 , 3 JE X ,使 

fa)= d, AD=0 -EM 

于 是 所 式 ) = 二 0, 由 i 有 fn)=limf 五 )=0, 这 与 拟 石 )=d 0 矛盾 ,因此 
aaE M 

注 4.5.1 例 4.5.4 说明: 对 于 线性 子 空间 而 言 , 如 果 它 包含 了 所 有 强 收 剑 点 列 的 极 
限 , 则 它 也 包含 了 所 有 弱 收敛 点 列 的 极限 . 
4.5.2 算 子 序列 的 各 种 收敛 性 


定义 4.5.2( 算 子 序列 的 收敛 性 ) 设 T,E BX 一 XX), TE(X 一半 )， 
《1) 一 致 收敛 : 如 果 1 工 一 TI 一 0, 则 称 TT, 一致 收 僵 于 TT, 记 为 TT; 


(2) 强 收 和 化: 如 果 Y xzE 入，| Tx 一 了 zl 一 0, 则 称 工 强 收 剑 于 了 记 为 Tan 

《3) 弱 收 敏 ; 如 果 Y xzE 恒 ， 契 生 ， 使 | 环 开 如 一 天 T 了 1 一 0, 则 称 T, 弱 收 合 于 TT 
记 为 工本 工 

显然 , 如果 算 子 列 T,) 一 致 收 化 于 了, 则 | 三 ) 必 强 收 和 伍 于 T; 如 颗 TT) 强 收 化 于 下 
则 了 ) 必 弱 收 和 伍 于 工 它们 的 道 命题 一 般 不 成 立 . 反例 如 下 . 

例 4.5.5( 强 收敛 而 不 一 致 收效 ) 在 A j1) 上 , 作 * 左 移 " 算 子 了 如 下 : 当 二 (aa 
EF 时 , 定义 


DB, 


Tr= (Bn, Be, Tn) 
T: 『 一 7 是 线性 有 界 算 子 , 令 T,= 了 , 则 算 子 列 下) 强 收 剑 于 零 . 实际 上 ， 
T.x= Tz= (zu 


1Tzl=(2 az m0 om= 
所 以 T, 一 0, 即 T, 强 收 和 剑 于 零 . 
取 =(0, 0. …, 0, 1. 0,…)( 第 n 个 坐标 为 1, 其 余 为 0),， 二 1,2,… 


Tem 


Ten = Tem= 4a, 1 下 1 过 
Ten | 


即 了 不一致 收敛 于 零 . 
例 4.5.6( 弱 收敛 而 不 强 收 合 ) 在 上 , 考虑 由 
Tr= (0, 0, 
一 六 
定义 的 算 子 T,: 一. 算 子 下 是 线性 有 界 算 子 . 

取 三 4 三 (1,，0, ,0,…), 当 mn 时 ,有 
ITa—-Tal= + = 
即 ( 工 ) 不 收 化 , 故 ( 不 强 收 化 下面 证 明 { T.) 弱 收敛 于 4 


=1, 人 下 一 0 Nn cc 


ss0) Vzr= (a, Rr" 
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由 Riesz 表现 定理 知 , 对 (可 设 为 实 空间 ) 的 线性 有 界 泛 本 f, 3 xEZ,，YzEi. 有 
fAD=(z 2= jn 
王 (4， 2， ")E7, 由 工 定义 可 得 | 
ATD=(T 3= >) sn 
由 Cauchy -Schwarz 不 等 式 , 有 a 


IATDT al Ts #1 = |2 | 


DB0 n> 


因此 ,{ 下) 弱 收 敛 于 零 。 

因为 线性 有 界 泛 函 是 特殊 的 线性 有 界 算 子 ， 因 此 定义 .2 中 的 一 致 收敛、 强 收 敛 、 
弦 收 全 的 概念 对 线性 有 界 泛 函 列 同样 有 效 . 在 这 里 总 =4, 是 有 限 维 线性 赋 范 空间 , 根据 
定理 4.5.2 可 知 , 对 泛 函 列 的 强 收 全 与 弱 收 化 等 价 . 因此 , 对 于 泛 函 列 只 有 对 应 于 定义 
4. 5. 2 中 的 一 致 收敛 与 强 收 化 , 并 分 别 把 这 两 个 概念 叫做 强 收 化 及 弱 ` 收敛 . 

定义 4.5.3({ 泛 函 列 的 强 收 化 与 弱 ” 收效 ) 设 X 是 线性 赋 范 空间 , f.E X = BX> 
ND, 1, 2, 3，…. 

(1) 强 收 敛 : 如 果 存 在 JE X ,使 得 | .一 A 一 0, 则 称 f, 强 收 全 于 广 记 为 /一 所 

(2) 弱 ` 收敛 : 如 果 存 在 JE X ， 使 得 对 任何 zE X 都 有 f.( 加 一 所 力 , 则 称 无 弱 收 
化 于 所 记 为 /二 

根据 定理 4. 3.3 的 证 明 过 程 容易 看 到 算 子 列 的 极限 算 子 有 以 下 的 性 质 

(DD) 车工 E 记忆 一 号)，T 一 开 一 致 收敛), 则 TE BX 一 六 ); 

(2) 著 下 E 成 XNX)， TT 且 总 是 Banach 空间, 则 TE RN 一 总 ). 

注 4.5.2 如果 在 性 质 (2) 中 去 掉 头 是 Banach 空间 的 条 件 , 就 不 能 保证 TE 以 一 
Xx). 

对 于 强 收敛 的 算 子 列 ， 再 应 用 共鸣 定理 可 得 下 面 定理 . 

定理 4.5.4 设 X 是 Banach 空间 ，X 是 线性 赋 范 空间 ，T,E BCX 一 X), 车 T。 


至 人 则 | 工 趾 ) 有 界 . 
证 由 于 Y zxE 姜 ,( 个 才 是 收 和 伍 点 列 , 故 | T.z) 是 闵 中 的 有 界 点 列 , 由 共鸣 定理 知 ， 
{ 工 ) 一 致 有 界 , 即 3 M>0，1 T. 志 M, 二 1 2, 3，… U 


4.6 ， 共 斩 算 子 与 自 共 姨 算 子 


4.6.1 特例 


为 了 更 好 地 理解 共 二 算 子 , 先 看 实 欧 氏 空 间 的 情况 . 
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我 们 知道 (R ) 一 R ,这 就 是 说 ，Y /E (R ) ,存在 唯一 的 YER”, 使 
AD=2yn VrER” (4,6—1) 


其 中 ,x 王公 a) 这样 可 以 把 /看 作 处 即 /> 
如 果 A 是 R 到 R 的 线性 有 界 算 子 , 则 A 可 以 用 岂 X 7 拭 阵 ( mw) ,来 表示 , 即 


a ar me ae) 


dd de dm 


“， 2)ER“ 时 ,有 
Mr= [Di Dm a) ER" 
V fE(R") 及 Y xzER",， 有 


fAD = 忆 »| pa PRA | 训 wy) zi 
=(A r=(A jr (4.6—2) 
其 中 4 是 A 的 转 颖 矩阵 ， 由 (4.5.2) 式 可 知 ，4 了 是 R 上 的 线性 有 界 泛 函 , 这 样 A 定义 
了 (R*)” 到 (CR ) 的 一 个 线性 有 界 算 子 ,把 它 称 为 算 子 4 的 共 到 算 子 . 在 欧 氏 空间 中 , 共 
堪 算 予 对 应 的 矩阵 是 转 绾 算 阵 . 下 面 把 有 限 维 室 间 中 共 令 算 子 的 概念 推广 到 抽象 空间 中 去 . 


4.6.2 ”线性 赋 范 空间 中 的 共 思 算 子 


设 六， 六 是 同 数 域 A 上 的 线性 赋 范 空间 ,TE 记 和 一 入), Y /EX . 令 
f(D= AT YrEX (4.6—3) 
则 六 是 X 上 的 线性 有 界 泛 消 . 事实 上. Y x EX 天 人 有 
ff (artpy = LNart py]= /alrt Ty] 
=af( TD HHATY = af (DHH (WN 
故 也 是 X 上 的 线性 泛 函 . 又 Y 乓 总 ，xzEX ,有 
IF(DIEI RTD STAI TA STALTII zl 


VY (nm, 2, 


= MI zl 
这 里 M= 1 7 1 TI1 , 这 就 证 明了 六 是 X 上 的 线性 有 界 泛 淳 、 ”7 
丽 , 故 广 EX 由 
“ 故 广 EX Se .六 | 
显然 , 对 每 一 JE 着 ,由 (4.6-3) 式 有 峻 一 的 广 E 攻 | ay | 
与 之 对 应 ， 记 这 个 对 应 关系 为 了 ， 即 | 3 | 
T= (46-9| 一 Se | 
则 全 是 世 到 六 中 的 算 子 , 如 图 4 -2 所 示 , 这 里 要 指 由 Li eR 
满足 (4. 6 一 4) 式 的 算 子 T 是 唯一 的 . 实际 上 , 如 果 有 77 满 国 4-2 


足 玉 三 广 , 则 
‘THD= RTD=T p(B YrE XN,.fExX 
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则 TT 二 Th YAEXR, T=T. 
由 (4.6 一 3) (4.6 一 4) 式 可 知 对 任何 zE 六 ,下 六， 有 
(TT HD= ATD 

定义 4.6.1( 共 亏 算 子 ) 设 入， XX 是 同一 数 域 A 上 的 线性 赋 范 空间 ，TE B( XX 一 

入) 开 是 号 一 蚊 的 算 子 , 如 果 对 任何 xE XfE 和 ,都 有 
(THD= ATD (4.6—5) 
成 立 , 就 称 了 是 了 的 共 思 算 子 (也 称 伴随 算 子 ). 

注 4.6.1 对 JEX ，xE X, 通常 用 记号 (x 让 表示 f 在 点 的 值 , 以 代替 记号 
不力 . 记号 (二 用 能 较 好 地 反映 X 与 X 之 间 的 关系 ， 即 泛 函 了 作用 于 xz 与 把 zxE XC 
X “看 作 X 上 的 线性 有 界 泛 函 作用 于 了 的 对 偶 关系 ,在 这 些 记号 下 ,，(4.6 -5) 式 可 以 
写成 

(m» TH=(Tr, 放 (4.6—6) 

下 面 给 出 共 琶 算 子 的 性 质 . 

定理 4.6.1( 共 郝 算 子 的 范 数 ) 设 TE B( 一生 ),T 是 全 的 共 堪 算 子 , 则 了 是 
站 一 六 的 线性 有 界 算 子 , 且 有 

ITI=1TI (4.6—7) 

证 先 证 三 是 X 一 X 中 的 线性 算 子 . VY ,EX ,xE ,a PEA, 则 

T (Caf + HEICD = (aft WICTD 
= afi( TD + Hl TD 
一 以 下 (D+MT f(D 
=[dT f+AMT fID 
由 于 xE X% 任意 , 故 有 
T(af +pf) = dT f+MT 天) 
即 是 线性 算 子 . 
其 次 证 T 有 界 . 由 于 Y x€E X， JE 生 ,有 
LHT 万 (有 力 1=| ATD EFT TAI 
AITTIIzI 
故 有 1 T 用 过 1 fl THI, 从 而 1 中 志 1 TI , 即 是 线性 有 界 算 子 . 

最 后 证 (4. 6 -7) 式 . 这 里 只 要 证 明 1 T 1 三 1 Tl, 如果 T= 9 为 零 算 子 , 则 显然 有 
1 T1=0o=1TI. 设 T 关 /如 果 Tzz 关 0, 则 由 Hahn -Banach 定理 , 存在 大 EX 和， 
1 天 1 三 1， 厂 (TD 三 1 Tzl, 故 有 


1 Tzl =| f(TD | 王 |(T f(D1 
委 1 和 7 天 zl 
QTIHIALIzI=1TIIzI (4.6—8) 
当 Tz=0 时 , (4.6-8) 式 显然 成 立 . 故 Y xE 加, (4.6 一 8) 式 均 成 立 , 即 | TI 夺 1 T 1. 
这 就 证 明了 等 式 (4. 6 一 7). | 


例 4.6.1 设 Kx 0 是 矩形 和 Es 所 5 上 的 有 界 可 测 函 数 , 令 
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TA8=| Ks DADdt VzE [La 司 (4.6 一 9) 


由 本 章 例 4.3.5 知 ,本 是 LTaw 可 ~L[w 名 的 线性 有 界 算 子 , 求 的 共 二 e 算 子 三. 
解 Y fE(LTa, 妥 ) == LLa, 且 , 则 存在 唯一 的 KK3ELTa, 可 ,使 


ATD =] xs[ Kes DAD dd ds 
=J [res DMD dd dt= (下 DD 
Tf=] Ks 下 区 日 ds 
如 果 令 Kx 2= 所 9, 则 
六 三 | Ke RD d= | KC DMD dt 
如 果 把 T 看 作 K( sD. 则 工 就 是 


K(sd)= Ky 《4.6 一 10) 
关于 共 思 算 子 的 运算 性 质 有 以 下 定理 . 
定理 4.6.2 设 处， X%， XX 是 线性 赋 范 空间 , 如 果 T, TEBX>X), TER NX 


一 品 )， 那么 

(CanD =oaT, 

(2)( 下 .了 六 = 下 

(3) (THT) =T+T, 

(4) 车 1: 和 % 一 % 是 恒 等 算 子 , 则 柱 是 X 一 Xi 的 伍 等 算 子 . 

证 (1D) YJEX ,VYxEX, 都 有 

[CanD f(D = KaTa = af(TD =[aT f(D 

所 以 (anD = of 

(2) YE 和 ,YEX, 有 

[CBT AD= AB. TD=AB. TD]=(E (TD 
=T(EDD=[T. Fay» 

所 以 (RT. TT) = 五 下 

(3) YEX., xEN, 有 

[THT AD= A(TH TD]= RTD+ARTD 
=T AD+TAD=[IT +T)AD 

所 以 (T+T) = 了 十 于 

(4) VYfEN, zxEN, 有 

TRD= RID= DW 

所 以 工 关 大 即 了 是 X 一 X 的 恒 等 算 子 . U 

最 后 , 我 们 讨论 算 子 了 与 其 共 人 算 子 的 零 空间 和 值 域 之 间 的 关系 (这 段 内 容 比 较 
深入 , 初学 者 可 以 跳 过 ). 在 这 里 , 先 引 入 共 线 与 广义 直 交 的 概念 . 

VY zxE X, JEX ,总 有 ( 碟 二 及 D1 了 1 zl . 在 希 尔 伯 特 空间 中 , 上 式 等 号 成 
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立 的 充 要 条 件 是 /三 Aw 4 是 某 一 非 负 实数 , 这 表示 /与 + 是 共 线 的 , 因此 , 可 类 比 给 出 如 
下 的 定义 . 

定义 4.6.2( 共 线 ) 设 并 XJEX' ,车 (x 由 三 | 1 zl, 则 称 向 量 JE X 与 向 
量 x 站 X 共 线 ， 这 里 ( 用 = 及 也。 

这 里 要 注意 . 这 种 共 线 关系 并 不 是 同一 空间 中 的 向 量 平行 , 而 是 指 XX 中 的 向 量 x 与 其 


共 纯 空间 X 中 的 向 量 了 之 间 的 一 种 关系 , 它 反 瞻 了 了 在 单位 向 量 #= 下 过 取 最 大 什 


1 .71 

定义 4.6.3( 广 义 直 交 ) 设 二 X /EX .如 果 ( zx， 让 二 0, 则 称 z 与 了 广义 直 交 ， 
也 简称 x 与 / 直 交 . 

由 于 和希 尔 伯 特 空间 是 自 共 撤 的 , 即 H" = H. 因此 , 广义 直 交 概念 是 希 尔 伯 特 空间 直 
交 慨 念 的 推广 . 


定义 4.6.4( 直 交 补 ) 设 MECX NC ,，M 与 NN 的 直 交 补 分 别 定义 为 
M=1f€EX lI(w N=0,. Vr€E M 
N=1zEXI( 却 用 =0 YE 内 
容易 证 明 ，Af 是 X 的 线性 子 空间 ，” N 是 X 的 线性 子 空 间 ，Y JE NE X ,7 的 堆 
空间 NM={ EXI( 二 有 万 = 中 是 和 的 闭 子 空间 , 从 而 ”N=[M NG D1 fE 凡是 X 的 闭 


线性 子 空间 . 
下 面 定理 给 出 的 零 空间 与 了 的 值 域 之 间 的 关系 ,如 图 4 一 3 所 示 . 
一 
下 En We 
Re 人 
5 we | 
| i ER | 
i 
wo 
| Se | 
er ge 
| i Se | 
bes | 
图 4=4 
定理 4.6.3 设 处 ,XX 都 旦 Banach 空间 ，TE 成 X 一品), 则 有 
(1 NT)=RD (4.6—11) 
(2) MD=- RTY (4:6—12) 


证 (1) VY JE N(T)eST /=0S YE XN, (nT N=0e YE %, 
(Ti p=0— /JERT. 

(2 YE NDNESTA0S NER. (Th p=03 YENR.(n T HD=0 
SE RT), U 

在 某 些 简单 的 附加 条 件 下 , 可 以 得 到 定理 4.6.3 的 对 偶 定 理 . 

定理 4.6.4 设 处 .六 是 同 数 域 A 上 的 两 个 线性 赋 范 空间 ，TE 以 一), 划 

RD=" MT) {4.6—13) 

证 先 证 RTDC NT) 由 于 ”NT ) 是 X 的 闭 子 空 间 , 故 只 要 证 明 : R( 也 
CI MTD YE RD, 则 3 xE ,使 y= Tz 对 任何 JE NT )， 则 有 
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(wD=(Tr 六 =(znmnT1lh=(n0=0 
因此 >yE- NT). 
再 证 : 环 J ”NT ). 如 果 玉 万 二 X, 则 结论 自然 成 立 . 若 责 也 关 X, 我 们 证 ， 
车 xyERRTD, 则 yXE NT ). 根据 Hahn -Banach 定理 (推论 4.2.2),，Y yE 瓦 万 , 则 
3fEX, 使 
{(» N= AWA0 
(Tr N= ATD=0 VYzx€EXN 
于 是 (xz, T 有 p=(Tz, 有 =0, Y x€E 和 ,由 xE % 任意 可 知 ，T f=0, 故 fE NT)， 
但 (3，。 几 半 0, 因此 yE ”NCT), 即 (4.6 一 13) 式 成 立 . U 
定理 4.6.5( 值 域 定理 ) 设 局 ,XX 是 数 域 4 上 的 Banach 空间 ，TE 太一 X%), 且 
T 的 值 域 RD 在 XX 中 闭 , 则 
RT)= MD (4.6—14) 
证 先 证 RTICMD ,YAERT)CN, 则 3 JEXX ,使 得 f= 二 TYzx 
E NTD, 则 有 
(nf)=(n TH=(Trn N=(hN=0 
故 疡 END-, 即 
RT)CMNMD (4.6—15) 
再 证 RT ) 有 NM TD-. 任 取 了 EMD:, 作 R(TD 上 的 线性 泛 函 有， 当 y= Tx 时 ， 
f(D= ATD= f(D (4.6—16) 
则 万 (为 的 值 是 唯一 确定 的 , 实际 上 , 当 :0 时 , 因 3= Tw 攻 Tx=0 即 zE ND, 而 
广 E N( TD .所 以 (办 =0. 这 就 是 说 ， 万 ( 办 =0, 即 有 i( 风 在 y=0 的 值 是 唯一 确定 
的 , 故 在 任何 点 y 处 的 值 也 唯一 确定 . 
因为 Y XE 瑟 卫 , 有 
| 无 ( 肪 1=| FD ENF zl (4.6-17) 
如 果 能 够 证 明 ; 3 M>0,Y 后 是 ,使 T 一 wy 有 1 zl 大 MI yl , 则 由 (4.6-17) 式 
可 知 有 是 R( 刀 上 的 线性 有 界 泛 两 . 应 该 注意 RD 是 XX 中 的 闭 集 , 故 RC 人 是 Banach 空 
间 , 由 开 映 象 定理 可 知 ，3 50, 使 
TBE! y€ XI yl < 
其 中 B={ xz€ 入 11 zl 三 1) 是 入 中 的 单位 球 ， 也 就 是 说 , 3 65>0, 当 YE RDTD， 
1 1 二 里 ,3 了 maceX, | wa1<1, 有 y= Ta. 


YYERTD, 取 y= (3 关 0), 则 3 ww EX 1 m1 二 1, 使 得 Twa= y= 


六 
2 Tyl 
2 Ea 
过 TT 或 3 证 生 131 a]|, 令 二 号 1 yl aa， 即 得 Tz= yw 并 且 有 
1zl = 等 yl lal < 和 1 yl 
令 NE 号 ,结合 (4.6-17) 式 可 得 
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| 而 ( 虽 | 和 1P11zl 和 1P 关 1MII 
这 就 证 明了 万 在 R( 了 上 有 界 . 即 万 是 R(T 上 的 线性 连续 泛 函 . 根据 Hahn - Banach 定 
理 , 可 将 有 延 拓 到 全 空间 X 上 去 , 用 /表示 万 延 拓 后 的 泛 函 , 则 JE 沪 ， 且 满足 ; 
Y xEX, 有 
ATD= f(D 
由 共 二 算 子 定义 ,，Y xE 和 ,有 
(Tr 万 一 (mm TD 
即 了 三 Tf 这 就 证 明 广 E RT ) 于 是 有 


MD CRT) (4.6—18) 
由 (4.6 一 15) 、(4.6 一 18) 式 可 知 ，N( DD 二 RT ), 即 (4.6 一 14) 式 成 立 . U 
注 4.6.2 等 式 (4.6 一 13)、(4.6 一 14) 刻 画 了 抽象 空间 中 线性 算 子 方程 
Ar=y 

有 解 的 条 件 . 例 如, 线性 方程 组 

a a ad fa y 

和 网 a (4.6—19) 

au aollal Ly 
简 记 为 Ax= 交 其 中 A= (a wo 和 (2B) 


;我们 知道 ， 当 det4=0 时, 方程 组 (4. 56-19) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 盖 (Y，>%，…， 
3%) ”与共 二 齐 次 方程 4 x=0 的 一 切 解 正 交 , 即 方程 组 (4.6 - 19) 有 解 <> R(A) = NN 
(A ). 这 里 A 一 全， 即 公式 (4.6- 13) 成 立 . 

关于 定理 4. 6.4, 在 变 分 原理 、 优化 理论 、 线性 积分 方程 理论 中 都 有 应 用 . 


4.6.3 硕 尔 伯 特 空间 中 的 自 共 示 算 子 


设 昌 是 希 尔 伯 特 空间 ，TE BH> HD， 对 于 给 定 的 xE H, 则 (Tzr 3 定义 了 月 上 关 
于 的 线性 有 界 泛 函 ， 由 Riesz 表现 定理 知 , 存在 唯一 的 < € H, 使 


(Tr, 3=(x, #*) VYzE 万 (4.6 一 20) 

由 (4.6 一 20) 式 可 得 到 万 到 万 的 映射 了 : 厅 ~ 及 T 二 > ,T 是 H> HH 的 线性 有 界 算 
子 , 且 有 1 T 1 = 1 TI (证 明 同 定理 4. 6. 1)， 这 样 (4.6. 20) 式 变 为 

(Tz, 3=(m TD (4.6—21) 


定义 46.5 设 日 是 希 尔 伯 特 空间 , TE B(H 一 办, TE B(H 一 H')= 
KH HD ,如 果 对 任何 z，zxE H, (4.6 -21) 式 均 成 立 , 则 称 算 子 T 是 的 共 思 算 子 . 
由 于 用 是 特殊 的 Banach 空间 , 且 H = H( 在 共 罗 线性 同 构 的 意义 下 )， 则 希 尔 伯 特 
空间 及 中 的 共 思 算 子 有 类 似 于 定理 4. 6. 2 的 运算 性 质 . 
定理 4.6.6( 共 亏 算 子 的 性 质 ) 设 万 是 希 尔 伯 特 空间 T,， 也, TE BH> 有 D, 则 有 
DT) 
(2) (aT +pE) =aT +pE; 
(WITT =E.T: 
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(4) 了 正则 < 三 正则 , 县 (六 ) 一 (T)， 
《5) 如 果 4 是 了 的 特征 值 ，z 是 对 应 的 特征 向 量 ，#w 是 T 的 特征 值 ，y 是 对 应 的 特征 
向 量 , 且 奈 扩 则 zLy 
证 仅 证 结论 (4)、(5), 其 余 留 给 读者 . 
(4) 如 果 了 正则 , 则 T E B( H> FD, 使 TT = 人 由 (3) 的 结论 有 
(下 7 人 一 (TT) 一 三 二 了 


所 以 (下 ) '=(T "ER H> HD, 即 天 正则. 
(5) XAn =r =(Tr, 用 一 (五 TY 
uD=M x, WV 
(a— W(x »=0 
当 烽 E 时 ， 有 (x 另 一 0, 即 zx U 
定义 4.6.6( 自 共 思 算 子 ) 设 H 是 希 尔 伯 特 空间 ，TE BH> HD, 如 果 了 三 下 即 
(Tr, »=(z, Ty (4.6—22) 


称 是 自 共 思 算 子 (或 Hermite 算 子 ). 
例 4.6.2 设 4=(w) a 
Ar=(n, 2 


1 2 ms 今 

(ww 

= [Pan >iwzny…， >iavznl 
| a | 


则 A 是 复 希 尔 伯 特 空间 C 一 C 的 自 共生 算 子 . 
证 事实 上 ,VY x ER ， 


(Ax. »= Bn = > 


=- pS (De 2 zy)= > TAY), 
=(% A 
所 以 A 三 入 


例 4.6.3 设 Ks D=KR 35.|]| | Ks DI dids<t~ 


TA3=| Ks DAD dt (4.6—23) 


则 了 是 希 尔 伯 特 空间 [a 问 到 上 [a 司 的 自 共 全 算 子 . 
证 Vz EL[a 司 ， 


(Tr, 3=|,|,Ks DAD dt M9ds 


=] Addi| Kt 9X 9 ds=( x Ty) 


所 以 T = 个 即 T 是 自 共 辐 算 子 . 
例 4.6.4 作为 例 4. 6. 3 的 特殊 情况 , 考虑 上 [0, 1] 的 Volterra 积分 算 子 : 


Tx(9 = 外 xD dt 
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则 TA9=)| xD dt 
证 ”事实 上 ，Volterra 积分 算 子 核 为 
Kx 六 一 上 


由 例 4.6.3，T 的 共 屯 算 子 的 核 为 
esha ,We 
故 TAS =] pdt 
下 面 介绍 自 葬 算 子 的 判别 条 件 . 


定理 4.6.7( 充 要 条 件 ) 设 有 H 是 复 的 希 尔 伯 特 空间 , 则 了 是 H> 日 的 自 共 堪 算 子 
< 一 Y xE H,( Tx 力 为 实数 . 


证 二 车 TH> HH 是 自 共 二 算 子 , 则 Y xzE H, 有 


(Tr, D=(z, TD =7T2 
即 ( Tz， 孔 是 实数 . 


一 设 对 任意 xzE H, (Tz, 力 为 实数 , 则 
(Tr D=(n TD 
直接 验算 , 有 
(Tr, » = [CN zt | 


+ 3 Nxt ip, ztin—(TNz—in, xz—iy] 
再 由 (T z+ 沪 ,zy=(zhy Tz), 得 


(mn Ty=(T, = 了 (zt » Tazhy) 一 (zy TXz 一 yy)] 


二 了 ztiy Trtin)— (ziy Tor—in)] 
=(zx, Ty 


所 以 了 = 也 即 了 是 自 共 仓 算 子 . U 


注 4.6.3 定理 4.6.7 只 是 在 复 希 尔 伯 特 空间 时 成 立 ， 当 万 是 实 的 希 尔 伯 特 空间 时 ， 
结论 未 必 成 立 ， 例 如 ，R"( 实 空间 )，4 二 ( a)。。， 非 对 称 , 则 4 不 是 自 共 堪 的 , 但 对 任 
2ER",，( Ax， 办 为 实数 . 

定理 4.6.8 设 万 是 复 的 希 尔 伯 特 室 间 ，TE 区 Hr> 用, 若 了 是 自 共 瑟 算 子 , 且 了 有 
特征 值 存在 , 则 了 的 特征 值 都 是 实数 . 

证 设 4 是 的 特征 值 ，z 是 其 特征 向 量 , 则 Tz= za ，z 天 0, 于 是 

(Tn, 2)= Xn, nm) 


由 定理 4.6.5 知 ( Ta ，z) 是 实数 , 故 人 是 实数 . 


推论 4.6.1 自 共 令 算 子 的 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 相互 正 交 . 
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证 设 了 有 不 同 的 特征 值 X、/ 它们 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 二 x» 再 由 于 了 一 人 下 故 
可 把 /看 作 T 的 特征 值 . 由 定理 4.6.6 的 结果 (5), 可 知 当 压 风 话 朋 时 ，zL xy El 
推论 4.6.2 设 TE RH> 用，T 是 自 共 和 抒 算 子 , 则 


ND= 及 DT (4.6—24) 
证 当 H 是 希 尔 伯 特 空间 时 ，H" = H, 再 由 于 T 一 下 应 用 定理 4. 6. 3 的 公式 
《4.6 -11) 便 得 (4.6 -24) 式 . U 


例 4.6.5 在 了 上 [0, 1]( 这 里 上 [0, 1 看 作 复 的 希 尔 伯 特 空间 ) 中 定义 乘法 算 子 
TAD= tx AD ELLo,1] 
显 见 了 是 二 [0, 1 一己 [0, 1] 的 线性 有 界 算 子 . 由 于 
(Tr 2D=) ,Ad ld VaAve rr,1] 


是 实数 , 由 定理 4. 6. 5 可 知 , 算 子 本 是 自 共 二 算 子 . 
有 关 常 微分 及 偏 微分 的 自 共 生 算 子 的 例子 可 参阅 文献 [9]. 
定理 4.6.9 讽 T,} 是 复 希 尔 伯 特 空间 妃 的 一 列 自 共 瑟 算 子 , 而 且 T;， Hr> HH, 满足 
lim(Tzr, =(Tr » YnyEH 
则 了 也 是 自 共 瑟 算 子 . 
证 先 证 TE BH> 有 HD. 由 内 积 的 连续 性 , Y ,a,， XE H, a 把 A 有 
(由 十 jp) = lm(T(ant pe), » 
lim(CaT.n, +lim( Hla, 3 
=(aTn, D+(pTn, »= (ornt+He, 风 
所 以 Nan + hn) = aTn+ ATa 
即 了 是 线性 算 子 . 
由 条 件 , 若 取 定 zxE 有 H, 则 
lim(Tz, =(Tr» yEH 
由 Riesz 定理 可 知 ,| T,z) 弱 收 化 于 Tx, 由 共鸣 定理 得 1 T.zl ) 是 有 界 集 . 再 次 应 用 共鸣 
定理 , 知 1 TI ) 有 界 , 则 3 M>0, 有 
ITI<M n=1,2,.% 


于 是 
I(Tr, 91=lm|l(Tz, ls MI zl yl 
取 3=Tw 得 1Tzl 过 MI zl 1Tzl, 即 有 1Tzl 达 MI zl , 即 TE 区 于 = 用. 
再 证 是 自 共 思 算 子 . 由 于 对 任何 zxE 用 (也 z， 刁 是 实数 , 因此 
(Tr, D7=lim(T.xn 2 


也 是 实数 , 根据 定理 4. 6. 7 知 全 是 自 共 办 的 . U 
最 后 , 我 们 介绍 希 尔 伯 特 空间 内 一 类 很 特殊 并 且 很 重要 的 有 界 自 共 瑟 算 子 ， 称 为 正 交 
投影 算 子 . 


设 AM 万 是 万 的 闭 子 空间 ,由 投影 定理 ; 对 zE H，z 可 唯一 地 表示 为 x 二 而 十 % 
mn€EM, EM. 
定义 4.6.7 算 子 P Hr>M, 定义 为 Y x€ H，Pzx== wn€ M 称 算 子 P 为 H 到 M 的 正 
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交 投 影 算 子 . 
由 定义 可 以 看 出 ，P 有 以 下 的 性 质 ; 
(1) 1 PI =1 或 1 Pl =0; 


(2) = 等 备 性 ); 

(3) NPD=M. 

仅 证 性 质 (1), 性 质 (2) 、(3) 请 读者 自己 完成 . 

如 果 ME{ 0), 显然 有 1 Pl =0; 如 果 ME 0), 那么 由 1 Pzl =| nl lanl 
tz =1 十 zl 二 1 zl 知 1 Pl 二 1, 但 对 xzE M, 由 上 Pzl =1 zl 知 1 PI 之 
1, 故 1 Pl =1. 


定理 4.6. 10( 充 要 条 件 ) 设 万 是 希 尔 伯 特 空间 , 则 PE B( Hr> 用 是 正 交 投 影 算 子 
< 一 以 下 的 条 件 成 立 . 
(1) 了 是 自 共 配 算 子 ， 
《2) P 是 等 轿 的 . 
证 = 设 PE BH> 用 是 正 交 投影 算 子 , 任 取 xz，yE H, 它们 对 M 的 直 交 分 解 分 
别 为 
了 一 而 十 3 
(Pr »= 
(nm Py=(nt+7r, y)=(s, y) 
从 而 有 ( Pr =( Py», 即 P 是 自 共 思 的 . 由 投影 算 子 的 性 质 (2) 知 P 是 等 短 的 . 
三 设 P 满 足 条 件 (1)、(2), 记 R( 户 = M，M 是 昌 的 线性 子 空间 . 可 证 : 任何 zxE H 
在 M 上 必 有 正 交 投影 . 事实 上 , 任 取 z， 3E HH, 则 
(zxz— Pr, P»=(Pr—Pxn y=0 
当 y 取 遍 日 时 ，Py 取 遍 M 的 元 , 故 上 式 表明 下 Pz M, 记 P,P 二 轨 = 
z, 则 一 十 ，z 上 MM 这 就 证 明了 甩 内 任 一 元 + 在 M 上 存在 正 交 投影 na. 由 PE B 
(H> 夯 , 则 M= R 户 是 H 的 闭 集 , 即 M 是 万 的 闭 子 空间 , 从 而 P 是 H> M 的 正 交 投 
影 算 子 . U 


十 a EM ryEM 


ny 二) = (Cn, y) 


习 题 四 


1. 在 (La 同上 定义 泛 函 .Y ADE Ca 月 ，y (在 [a, 由 上 连续 , 证 明 ; 
， 
AD=]| ADy(D dt 


和 AD= ar(@t Hr(D 
是 线性 的 和 有 界 的 。 
2. 证 明 通过 所 力 二 zu( 是 国定 的 )，z( 石 )E 1 ， 定 义 ! 上 一 线性 泛 函 ， 问 /有 
界 吗 ? 
3. 在 R 中 引入 范 孝 
1 xl =| 村 | 十 | al x=(n, a)ER 
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构成 线性 转 范 空间 ,在 妥 上 定义 泛 函 所 
AD=antps Yr=(n, a)ER 

试 求 上 fl. 

4. 设 C[a, 辐 是 /==[ a, 如 上 连续 可 投 函 教 全 体 构成 的 线性 赋 范 空间 ,其 范 数 为 

xl =max| AD I+ mx| AD | 
证 明 此 范 数 满足 范 教 公理 ， 令 
AD= CD 

其 中 ,人 =( at 肪 /2. 证 明 了 是 C[a 不 上 的 线性 有 界 泛 函 .如 果 将 了 看 成 CT a 司 中 所 有 
连续 可 拔 函 教 组 成 的 子 空间 上 的 泛 函 。 证 明 了 是 无 办 的. 

5. Y xE (La 辣 , 定义 

AD= > ad) 


1a) ERR”! 求证: 了 是 CT w 同上 的 线性 有 界 泛 函 ， 且 


有 fl = lol. 

6. 设 U 是 内 积 空间 ，z 为 UU 中 一 固定 元 素 , 证 明 所 力 二 ( x。 定义 了 U 上 一 线性 有 
界 泛 函 f， 其 范 数 为 1 zl . 

7. 设 郧 , NW 是 线性 后 范 空 间 , 积 空 间 入 XX 半 取 范 数 1(n, zw)1 三 1 a 二 
1 用, 试 证 明 ; 


(XXXE) = 六 XR 
这 里 大 X 中 上 的 范 数 定义 为 (fi 二 maxC 1 天 1，1 玉 1). 
8. 设 / 源 0 是 向 量 空 间 上 的 任意 线性 泛 画 ，wE€ X 一 NG 站 是 任意 固定 的 元 素 , 证 
明 ，V xzE X, 有 唯一 的 表达 式 
z= um 十 y yyENMND 
其 中 MD={ x AD=0, x€E N}. 
9。 如果 时 是 由 | 个 实数 的 有 序 组 构成 的 线性 炭 范 空间 ， 其 范 数 为 ‖ xf =max| 5|， 
这 里 ， 帮 (5， 8，…，&)， 问 其 共 思 空 间 X 上 相应 的 范 数 是 什么 了 
10. 设 X 是 线性 赋 范 空间 , 若 Xe{ 0)， 则 其 共 辑 空 间 X 二 0). 


11. 设 X 是 线性 冉 范 空间 ， 是 X 中 任 一 非 鹤 元 素 , 证 明 存在 JE X ,使 得 凡 石 ) 一 


3 
1 1 f=TaT 


12. 设 是 线性 赋 范 空间 , 证 明 对 每 个 xE X, 都 有 


zm Bn LRD.] 
1 zl = op 


13. 设 X=R*， 试 求 出 推论 4.2.1 中 的 泛 函 万 . 
14. 设 X 是 线性 冉 范 空间 ，Y 是 X 的 闭 线性 子 空间 ,而且 对 JE XX ， 当 fir=0 时 ， 
必 有 /二 0. 试 证 明 ; XX=Y, 其 中 fly 是 了 在 YY 上 的 限制 . 
15. 设 TE( X> 站 ,证明 ; 如 果 了 有 界 , 则 M =( z| Tx=0，zxE€E 入 是 闭 集 . 请 问 : 
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反之 如 何 ? 
16. 证 明 ; 通过 于 (站 ， 靖 ,ez oo) 一 吐 (11， /2 Tw/ 加 …) 定 义 的 算 子 
Ti 全 一 站 是 线性 有 界 的 ,并 求 上 TT， 
17. 在 有 中 , 定义 ‖ zl 二 max| w|， 求 出 由 算 阵 ( as)w。 所 定义 的 线性 算 子 A 的 范 数 
1Al. 
18. 在 CL0, 1] 上 分 别 由 
Tzr= X= 站 xadr 
Tr= X99= u(y 
定义 算 子 们 和 下， 全 与 下 可 以 交换 吗 ? 求 上 TH、 IEI、ITEI、I1ETI. 
19. 设 闫 ,总 是 线性 恩 范 空间 ，T。 和 % 一 号 (1 三 1,2，3,…) 是 线性 有 界 算 子 . 证 
明 : 如 果 T,-> T, 则 对 任何 给 定 闭 球 中 的 一 切 z, 存在 N, 当 达 N 时 , 有 1 Tz 一 Tzl 一 
E 
20, 设 加, X 是 Banach 空间 , T; DOT 一 号 是 线性 算 子 ，D( DCX, 值 域 RDC 
已 . 证 明 ; 道 算 子 下 ;RD 一 区 也 存在 < 由 Tx=0 可 推 得 z=0. 
21. 设 为 ,入 是 线性 执 范 空间 ，TE 所 为 一 中),， 且 TX 王 号. 如 果 存 在 B20, 使 得 
1 Tzl 三 61 zl (VY zxE 总 ), 试 证 明 ; 道 算 子 T 存在 且 有 界 . 
22. 设 ( ui) 是 无 穷 和 拒 阵 ， 满 足 


Fa) <o i=1,2,3,% 

| 
设 Ti 人 定义 为 ， rr Tx, 其 中 于 (四 me， oO)EE，Tr 一 (yy 
YX 一 > wii 一 1, 2, 3,…, 试 证 明 ，T 为 线性 有 界 算 子 . 


23. 设 CL0， 1] 按 范 数 1 。 上! 为 Banach 空间 , 且 上 元 一 xz 1 一 0 时 ， 对 一 切 
人 哈 [0, 1 ,1x(D 一 KAD|->0. 试 证 明 ; 上 。 1 必 与 范 数 | 并 | 一 gpa | 荆 直 | 等 价 。 


24. 设 总 ， 总 是 线性 冉 范 空间 ，TE 成 剖 一 站),{ 区)C 古 .着 怀 - 到 m， 试 证 明 ， 
Ts 
25、 设 并 是 线性 扰 范 空间 ,{ Zz) 己 X, 着 吉 一 zx, 则 x 叭 一 . 


26. 设 X 是 线性 贼 范 空间 ,1 zi)CX, 设 元 x 证 明 { 上 去) 有 界 . 

27. 设 大， 稳 是 线性 就 范 空间 ,下 E BCN 一 茂 )， w=1, 2，3，…, 征明; 下 一 
Torcc)< 一 Ye>0,，3N( 只 依赖 于 日, 使 得 对 于 所 有 范 教 等 于 1 的 zE 书 , 当 之 人 
时 , 总 有 | 人 下 xz 一 Tzl 一 < 


28. 设 { ao) 是 一 实数 列 , 若 对 于 任何 二 (如, 坞 , 中) EV 都 有 >) are 收效 
,和 证明 a.} Ei. 
29. 设 从 线性 冉 范 空间 总 到 总 的 线性 算 子 了 定义 如 下 : 


Tz= > F(Da zeEN 
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其 中 ，JE 看 ，zsE 号， 三 1,2,…， mm 试 证 明 
Tg= Oa EEX 


30. 设 月 是 着 尔 伯 特 空间 ，T 为 H 上 的 线性 有 界 算 子 ，| TI 短 1, 试 证 明 ; 
{ zl Tr= 才 ={x|T z= 


= WP = 


第 五 章 “” 不 动 点 定理 与 最 佳 逼近 


许多 代数 方程 、 微 分 方程 和 积分 方程 的 求解 问题 可 以 转化 为 求 某 映射 的 不 动 点 ， 本 章 
内 容 包 含 两 个 方面 : 其 一 是 完备 距离 中 的 Banach 不 动 点 定理 及 其 在 方程 求解 方面 的 应 用 ， 
其 二 是 介绍 Banach 空间 中 的 Schauder 不 动 点 定理 及 其 应 用 . 


5.1 压缩 映射 原理 


5.1.1 巴 拿 赫 不 动 点 定理 及 其 推论 


设 X 是 一 距离 空间 , {; X>X 是 一 算 子 , 则 YxEX, 有 唯一 的 YEX, 使 y=f(x). 车 
给 定 yEX, 则 方程 
AD=y (5.1-1) 
称 为 算 子 方程 . 求解 算 子 方程 (5.1 -1) 是 指 : 找 出 ,使 f(x) 二 yo. 通常 可 以 把 求解 算 子 
方程 转化 为 求 算 子 的 不 动 点 . 为 此 , 可 以 把 方程 (5. 1 -1) 变 为 等 价 的 算 子 方程 
z= f(D— y+ (5.1-2) 
记 A(x) 三 f(x) 一 yo 十 x, 则 方程 为 x 二 A(x), 这 里 A 是 一 个 新 的 算 子 . 求解 算 子 方程 
(5. 1 一 1) 等 价 于 求 出 x, 使 得 
n=AMn) 《5.1 一 3) 
此 时 xu 称 为 算 子 A 的 一 个 不 动 点 , 即 求解 算 子 方程 (5. 1 -1) 等 价 于 求 算 子 A 的 不 动 点 . 
首先 介绍 不 动 点 和 压缩 映射 的 概念 . 
定义 5.1.1( 不 动 点 ) 设 X 是 集合 ,A:X-~X 为 一 映射 ,如 果 x EX, 满 足 A(xw) 二 xo， 
则 称 x 为 映射 A 的 一 个 不 动 点 . 
定义 5$.1.2( 压 缩 映 射 ) 设 (X, d) 是 一 距离 空间 , A: XX, 如 果 对 任何 x, YEX, 有 
dAr, A al(n yy (5.1-4) 
这 里 aE(0, 1) 是 一 常数 , 称 A 是 X 上 的 一 个 压缩 映 射 . 
距离 空间 中 的 一 个 点 集 S 经 过 压缩 映射 A 作用 后 所 得 到 的 象 集 A(S) 中 , 两 点 之 间 的 
距离 缩短 了 ,至 多 是 原 象 距 离 的 a 信 . 因此, 压缩 映射 是 连续 贞 射 , 即 Y x, EX, x EX, 
xx 一 Xi， 则 有 Ax, 一 Ax,。 事实 上 , 由 
0 dAzr., An) < al(z,, 1) 一 0 No 
便 知 A 在 x 点 连续 . 
下 面 给 出 压缩 映射 原理 . 该 定理 由 Banach 于 1922 年 给 出 ,也 称 为 Banach 不 动 点 
定理 . 
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定理 $.1.1(Banach 不 动 点 定理 ) 设 XX 是 完备 的 距离 空间 ，A: X~ X 是 压缩 映射 ， 
则 A 在 X 中 具有 唯一 的 不 动 点 , 即 存在 唯一 的 二 ,使 二 A ). 
证 YaEX', 作 X 中 的 点 列 式 ) 如 下 ; 
和 一 Am) 天 一 Am， t= ACm) ,es 

(1) 首先 证 归 去 是 X 中 的 基本 列 , 由 (5.1-4) 式 ,有 

Rn, 1) 一 An, Aa) < ad(n, a) 

Ra, a)= dAn, An)< oad n, a)SaddMy, zn 

dn, 1)= dA, An)< ad( sn, a)S dM, nm) 


Rs zn) = Ar, Ar) So Aa, m) 


于 是 对 任何 自然 数 上 有 
dts et) Sms Ta) + dm zo i es) 
(a tatmta Yda, a) 


= Oxa, 
= 作 


Ey 


， 五 ) 一 0 办 


所 以 有 d( 五 ，zr)-0(orc),， 故 二) 是 基本 列 . 

《2) 其 次 证 明 , 存在 工 EX' 使 工 = 三 AZz) 由 式 ) 是 XX 中 的 基本 列 及 义 是 完备 的 
距离 空间 , 则 存在 二 E X, 使 lm 二 = 工 . 注意 压缩 映射 A 是 连续 映射 , 故 在 元 三 A 
(1) 中 令 rc 有 

=AMr) 
《3) 最 后 证 明 不 动 点 z 唯一. 设 了 也 是 A 的 不 动 点 , 即 2 二 A( 万 ), 则 有 
OS di, aw)= dAr, An)Salr, a) 
即 (oDdz ,nn ) 宇 0, 由 a1<0, 歼 所 zz ,nn )=0, 这 说 明 卫 一 工 . [gl 

注 5.1.1 从 定理 5.1.1 的 证 明 可 以 看 出 满足 定理 条 件 的 映射 A， 其 不 动 点 不 仅 存 在 
唯一 , 而 且 其 不 动 点 可 以 用 “逐步 通 近 法 "得 到 . 这 个 逐步 和 逼 近 的 点 列 { z) 是 由 
五 二 Am) J] 厂 2,3,4,… 来 构造 的 , 不 动 点 与 初始 点 n 的 选取 无 关 . 另外 , 这 个 通 近 
过 程 还 给 出 了 误差 估计 式 ， 


不过 这) 
1 一 


及 


三 五 ， 二 这 da， E23 (5.1-5) 
为 了 便于 应 用 , 下 面 给 出 两 个 推论 : 
推论 5.1.1 设 X 是 完备 的 距离 空间 ，A:，X-~ X 在 闭 球 B( ,上 是 压缩 映射 , 并 且 
不 从 五 ， 石 ) 壹 (1 一 om aE[0,1), 则 A 在 B(w, 力 中 有 唯一 的 不 动 点 . 
证 ”如 果 能 够 证 明 ; Y zE 成 五 ， 六，AzE 所 ,并 注意 到 闭 球 及 ,站 作 为 完 
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备 距离 空间 中 的 闭 集 也 是 完备 的 距离 宝 间 ,应 用 定理 5.1. 1 便 得 结论 . 

设 下 En, DD 即 dz w) 三 n 则 

dAr, mn) SAAr An+dAn, m) 
al(z, +l— or 
ot(ll— or=r 

即 AxE Bw, nD. U 

推论 5.1.2 设 XX 是 完备 的 距离 空间 ，A: X-> X, 如 果 存 在 常数 E (0, 1) 和 正 整 数 
加 使 Y xz XE X,， 有 


dAz NWS alr, 力 (5.1-6) 
则 A 在 X 中 存在 唯一 不 动 点 . 
证 由 (5.1-6) 式 , 显 见 A" 是 压缩 映射 , 由 定理 5. 1.1 知 人 在 X 中 存在 唯一 不 动 点 
Zr,， 即 z 三 人 Az .由 算 子 乘积 定义 可 知 
A(Ar)= A (zt)= MAr)= Ar 
这 说 明 Az 也 是 A" 的 不 动 点 , 由 A 不 动 点 的 唯一 性 可 知 
=AMr) 
即 械 是 A 的 不 动 点 . 
下 证 x 是 A 的 唯一 不 动 点 , 设 zw 也 是 A 的 不 动 点 , 则 
Mr, 1)= dAr, An)=AAr, An) 
="=dAr ,An) 
adr, 有 #) 
故 丰 工 , 五 )=0, 即 五 一 工 . U 


5.1.2 巴 拿 赫 不 动 点 定理 的 应 用 


在 研究 方程 解 的 存在 性 与 唯一 性 问题 时 , 压缩 映射 原理 起 着 关键 的 作用 . 下 面 给 出 几 
个 应 用 的 例子 . 

1， 应 用 压 编 映 射 原理 证 明 降 函数 定理 

定理 $.1.2( 隐 函数 存在 定理 ) 设 二 元 函数 F(z 在 区 域 ' (到 风 1o 生 二 人 
一 ?二 于 十 >) 上 连续 , 关于 y 的 偏 导数 存在 , 且 满 足 条 件 

0= ms F(z <M 
这 里 mm M 是 正常 数 ，m< M, 则 存在 唯一 连续 函数 :一 A 力 ，xE[ a, 月 ,满足 
Rx AD)=0 VYzE[a 司 
证 在 完备 距离 空间 (La, 本 中 定义 算 子 A, Yg DE Ca 中 ， 


(MAD(D= AD-hRz HD) 


由 于 Rx， 办 是 连续 函数 , 故 ( APD( DE da 可, 即 A: Ca 人 Co 本. 
下 证 A 是 压缩 映射 . 取 只 ，gE Ca. 避 , 根据 微分 中 值 定理 知 , 存在 9E (0, 1), 满足 
| (Ap)(D— (Ag)(D | 


= PD— NF p(D)— (DD th ow)| 
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= |*c2- a(D— hr HD+tARD— DN RD— gD) 


[1— 负 || (2D 一 (D1 


M 
由 于 0< 胡 =1, 记 呈 1 一 在, 则 0<a<1, 则 有 


I(Ap)(D—(A)(D | al (DD— (DD]| 
d Ar, An) = max | (Ap)(D—(Ag)(D | 
Samx | a(D—F(D|= al(g, F) 
因此 ,A 是 压缩 映射 , 由 定理 5. 1.1 知 存在 唯一 有力 E (a, 症 , 使 ( AP(D= AD. 这 就 
是 说 
Ra AD)=0 xzE[a U 
2. 压 编 映射 原理 在 求解 线性 代数 方程 组 中 的 应 用 
取 X=R"( n 维 实 的 欧 氏 空间 ), x=( 0 By ER" 定 
义 距离 
dn = max | wo— sl (5.1-7) 
则 X 是 一 完备 的 距离 空间 . 在 R 中 定义 算 子 T， XX, 为 
Txr= Cr+b 《5.1-8) 
其 中 C=( 6) 是 给 定 的 矩阵， 有 ) ”是 X 中 的 固定 向 量 . 
下 面 找 出 算 子 了 为 压缩 算 子 的 一 个 充分 条 件 . 把 (5.1-8) 式 写成 分 量 形式 , 有 


W= nt+h i=1,2,3, 
[ 
令 时 Te (a ER 则 
dp WB= MT Ta 一 Pax| »— wl 
= max|2 ow— | 
3 
max| wm— 2|mx2D, | ol 
. | 
一 PaxXD lel dr d= (xd 
中 亡 


这 里 a= mx 1 1. 因此, 当 a<1 时 ，T 为 压缩 映射 , 由 压缩 映射 原理 可 得 下 面 定理 . 
定理 5.1.3( 线 性 代数 方程 组 解 的 存在 唯一 性 ) 线性 方程 组 
x= C+b (5.1-9) 
满足 211al<i jj= 1 2，…， (5.1-10) 
时 有 唯一 解 各 ，* 可 以 通过 求 选 代 序列 
EE (5.1-11) 


的 极限 而 得 到 , 这 里 # ER"* 是 任 取 的 , 并 且 选 代 过 程 为 
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X "=C"+b (5.1 一 12) 
其 误差 界 为 


Tt) (5.1-13) 
I 一 “ 


条 件 (5.1-10) 式 是 选 代 序列 (5.1-11) 收 敛 的 充分 条 件 , 而 且 它 是 对 矩阵 C 各 行 元 素 
的 绝对 值 求 和 , 经 常 把 条 件 (5. 1 -10) 式 叫做 行 和 判 据 . 如 果 在 X=R 取 另 外 的 距离 , 则 


可 以 得 到 另外 的 条 件 . 例如 , 取 距 离 d(x 男 = > | 五 一 多, 代 蔡 (5.1-10) 式 的 条 件 
应 为 
2 [ial<1 j= ls 2 my (5.1—-14) 


(5. 1 -14) 式 称 为 列 和 判 据 . 
通常 把 "元 线性 方程 组 写成 
Ar=¢ (5.1-15) 
这 里 4=( ai) 为 nX n 方 阵 , 在 det4 天 0 时 , 方程 组 (5. 1 -15) 具 有 唯一 解 . 为 了 应 用 选 代 
法 求解 方程 组 (5. 1 -15), 可 以 将 4 分 解 为 4= 8 一 G 的 形式 , 这 里 四 为 一 适当 的 满 秩 矩 
阵 , 则 (5.1 一 15) 式 成 为 
Br= Gr 十 c 
或 x= BGr+B'e 
在 4 的 分 解 不 同时 ， 可 得 到 不 同 的 选 代 方法 . 最 常见 有 下 面 两 种 方法 . 
其 一 , 雅 可 比 (Jacobi) 选 代 法 .假设 4 的 主 对 角 线 上 的 元 素 wj 天 0，j=1,， 2，…， 于 
(车 wz 二 0, 由 于 4 是 满 秩 的 ,可 经 过 初等 变换 , 得 到 主 对 角 线 上 元 素 不 等 于 零 的 满 秩 矩 
阵 ) 取 4= D+(4 一 功 . 这 里 D= diag( w ) 为 对 角 阵 , 于 是 (5.1 -15) 化 为 
Dx=—(A— Dxte 
x=—D'(A—- Dxt+tD'e 
则 Jacobi 选 代 过 程 为 


或 本 = 去 | 6— am ) j=1,.2,%, (5.1—16) 
; ft 


An 


或 2 1 m1<l al j=1,2,3, nm (5.1-17) 


如 果 和 矩阵 A 满足 (5. 1 -17) 式 , 则 称 矩 阵 4 严格 对 角 占 优 , 此 时 Jacobi 选 代 序 列 (5.1-16) 
式 收敛. 

其 二 , 高 斯 一 塞 得 尔 (Gauss -Seidel) 选 代 法 . 将 4 分解 为 4= 一 上 + D 一 VD 同 于 Ja- 
cobi 选 代 中 的 D, 工 和 V 分 别 是 主 对 角 线 上 元 素 全 体 为 零 的 下 三 角 和 上 三 角 和 矩阵 . 于 是 (5. 
1 -15) 式 为 
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(D— Dx= Vx+e 


好 x= (D-DD Vit+(D-—-D ec 
则 Gauss - Seidel 选 代 过 程 为 

"=(D-D Vi"+(D- De 
或 

”=D [et +Vi"] 


{5.1—18) 


其 中 , j=1, 2. mas 才 0. 

令 C=(D 一 DV, 车 C 满 足 (5. 1 - 10) 不 等 式 , 则 足以 保证 Gauss -Seidel 选 代 
(5.1-18) 收 敛 . 

3 压缩 肌 射 原理 在 常 微分 方程 方面 的 应 用 


设 微分 方程 
1dz 
= 天 5 四 
ci (5.1—19) 
式 罗 ) 一 丁 


其 中 Kt 也 在 矩形 RE (4 力 上 | 一 | 过 w | | 三 办 上 连续 , 因而 存在 M>0, 对 一 
切 (r 站 ER. 有 
1 Ka | 过 M (5.1—20) 
并 且 还 进一步 假定 A +。 力 关 于 满足 李 普 希 兹 (Lipschitz) 条 件 , 即 存在 常数 K, 使 对 
(4 ), (t+ 瑟 )E R 都 有 
| Re a)— ft 大) lS KIa—al (5.1-21) 
定理 5. 1. 4( 皮 卡 德 (Picard) 定理 ) 满足 上 述 条 件 的 初 值 问题 (5. 1 -19) 在 区 间 [ 4 一 上 


4 十 同上 有 唯一 解 , 其 中 所 min | 癌 , 未] 


证 记 J 天 La 一 & 4 十 辣 , 则 C( 是 完备 的 距离 空间 , 最 见 
QD={ rE ADI Ao — 1 |< My 
是 Q 中 的 闭 集 , 所 以 CY J 作 为 距离 空间 也 是 完备 的 . 
通过 积分 , 可 以 把 初 值 问题 (5. 1 -19) 式 写成 积分 方程 
xD 一 二 | Kr xb) dr (5.1—-22) 
4 
定义 映射 A，GUJ) 一 CD 为 
(AD(D = a+] Rn xD) dr 《5.1 一 23) 
实际 上 ,YXDE QCD, 由 ft 力 在 R 上 连续 ,因此 ( AD(D 在 J]=[ 4 一 上 6 十 同上 
连续 .( AD(4) 二 ,并 且 
1(AD(2— wm1= | fw AD) da 


< 1Kn A | drs MI es < My 
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这 就 证 明了 A: Ct) 一 QD. 再 证 A 是 压缩 映射 , 根据 Lipschitz 条 件 (5.1 -21) 式 , 有 
1(Am)(D 一 (An)(a | 三 Dns (0)— sn a(D)] dd 

S| ts | myK| a(9— a(9 |< Kpd(n. 2) 

从 而 
d An, An)< Kpd(n, a) 

由 /的 定义 可 知 = Kp<1/2, 故 A 是 CC 一 CY 的 压缩 映射 根据 定理 5. 1. 1 知 A 在 
CD 中 存在 唯一 的 不 动 点 二 即 存在 唯一 在 [4 一 凡 6 十 同上 的 连续 函数 , 满足 积分 方程 
(5.1-22). 由 于 ( rx( D9)E Rf 在 R 上 连续 , 故 (5.1-22) 两 边 可 微 , 因此 z 是 初 值 问题 
(5.1-19) 在 [一 [8 一 久 4 十 同上 的 唯一 解 , 并 且 z 是 Picard 选 代 序列 Dn， 如， 
… 的 极限 . 这 里 


Tn(D = +] fr zd) dr (5.1—24) 
U 
4 压 编 映射 原理 在 积分 方程 方面 的 应 用 


这 里 我 们 应 用 压缩 映射 原理 解决 两 类 积分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 先 考虑 费 雷 德 替 
姆 (Fredholm) 积分 方程 


AD=AD+Y K(t DAD dr (5.1—25) 

其 中 KCn 台 在 矩形 R= (5 91 dt 在 如 上 连续 ，A DE (La, 回 , 对 Y EE[a, 可 ,有 
, 

| Kon 31 drs M<+~ (5.1—26) 


定理 5.1.5(Fredholm 定理 ) VY ADE (a 月, 当 凡 < 衣 4， 积分 方程 (5. 1 -25) 都 
有 唯一 连续 解 x D ,并且 函数 工 站 是 选 代 序列 ， 五 五 ，…， 五 , … 的 极限 , 其 选 代 过 程 为 
zn(D = AD+ aK Da(Ddr (5.1-27) 


证 令 (AD(D = Kb 二 站 Ke 9 x9 dr 由 Ku 的 连续 性 易 知 , A: CL a, 司 
一 Cu 辣 , 且 YV x yE (La 且 , 有 
dAz, AN = max | (AD(D—(AV(D | 
IX| msg| .1 K(Cz 日 1| 式 旧 一 XD1dr 
去 |A1 Mpax | AD— XD| 
=|AI Md(xn » 
由 |A|M<1, 即 A 是 压缩 映射 , 根据 压缩 映射 原理 知 A 在 CL a, 是 中 有 唯一 的 不 动 点 XD， 
即 x 是 方程 (5. 1 -25) 的 唯一 连续 解 . 算 子 A 的 不 动 点 式 六 可 以 由 选 代 序列 (5.1 -27) 
确定 . U 
再 考虑 伏 尔 泰 拉 (Volterra) 积分 方程 
AD= RD+H Ke DADdr (5.1—28) 
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其 中 ADE Ca, 站 ，K( 1 V9 在 三 角形 域 Rd 性 乓 0 上 连续 . 

定理 5.1.6( Volterra 定理 ) Y ADE (Ca 站 XER', 则 积分 方程 (5.1 -28) 有 唯一 
的 连续 解 XA DE ([ a, 章 . 

证 记 M= mas| KC 51. 令 


(AD(D = f(D 站 Klt DAD dr 
则 易 知 A Ca 如 一 Gu 如, 且 Y zx 3XE Ca 本 ,有 
dR Ar AN = max | 4| | KC, exe 一 Xe 


去 | (6 一 四 Md(r » 
注意 , 这 里 | 姑妈 未 必 小 于 1, 故 A 并 不 一 定 是 压缩 映射 . 但 是 可 以 证 明 : 当 充分 
大 时 ,A 三 A，A。…。A 是 压缩 映射 事实 上 ， 
ADD = MCADD = ALAD+ A Kn VAD dd 
= AD+ A Ks wnw 1 Kew bxadl du 
MAiAD=msl (ADD—(A YD | 
xX | Kes, [Ke D(AD—X EE| ad 


a 
ty 


三 要 
<iMadz, lu 2 


(i 
21 


=XMdz, y 


一 MO 一 中 
二 一 


应 用 归纳 法 可 以 证 明 ; Y EE[ a 颁 ，z， yE (La 有 ,有 


上 Am ADSLIAMG On, I Mb OK y 
nl 市 


< 
al Mb 一 0, 故 当 n 充 分 大 时 ,有 


LIALM'(b— 0" 
a= 二- 一 二 <1 
nl 


由 于 Jim 


即 A' 是 压缩 映射 , 由 推论 5. 1. 2 知 ，A 有 唯一 的 不 动 点 z( DE CL a, 铝 ， 即 积分 方程 
(5. 1 -28) 有 唯一 的 连续 解 z( 依 . U 
从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 , 许多 问题 应 用 泛 函 分 析 的 方法 来 处 理 显得 十 分 简洁 . 


5.2 紧 凸 集 上 的 不 动 点 定理 


在 不 动 点 理论 中 , 除了 上 节 给 出 的 压缩 映射 原理 之 外 , 最 著名 的 不 动 点 定理 要 数 各 劳 
威 尔 (Brouwer) 不 动 点 定理 和 绍 德尔 ( Schauder) 不 动 点 定理 ，Brouwer 首先 用 拓扑 学 的 方 
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法 证 明了 有 限 维 欧 氏 室 间 中 的 紧 凸 集 K 到 K 的 连续 映射 必 有 不 动 点 .这 就 是 Brouwer 不 
动 点 定理 . 随后 Shauder 把 它 推广 到 一 般 的 Banach 空间 , 得 到 Schauder 不 动 点 定理 . 本 
节 简 要 地 介绍 这 些 结果 . 
5.2.1 凸 集 

本 节 标 题 已 指出 这 里 的 定理 离 不 开 凸 集 , 因此 ， 先 介绍 凸 集 的 概念 与 性 质 。 

一 般 线性 空间 中 凸 集 的 概念 , 是 从 平面 凸 集 的 特征 性 质 中 抽象 出 来 的 .我 们 知道 . 对 


于 平面 凸 集 A 中 的 任意 两 点 zx， 联结 zy 的 线段 上 的 点 
Art+(ll—Wy 0<A<1 


必 属 于 从 如 图 5 -1 所 示 ), 在 这 个 性 质 中 ,只 要 求 对 (平面 只 一 一 | 
上 的 ?向 量 作 线性 运算 ,因此 , 这 一 概念 可 以 推广 到 一 般 线 | pe | 
性 空间 . | Pa 
定义 5.2.1 设 X 是 一 线性 空间 ,类 是 X 的 子 集 ， 如 | 2 | 
果 Y ME K, 联结 zy 的 线段 | 次 ss | 
1 Mrz 二 (1 一 人 >y10 拓 <1CK | 2 WW | 
则 称 K 为 X 的 西子 集 ( 简 称 西 集 ). | :| 
例 5.2.1 线性 赋 范 空间 久 中 的 单位 球 一 一 一 一 一 一 一 2 
R01)={ ze XI zl <1) 覃 水 全 
是 一 凸 集 . 
事实 上 , 当 x 3E 有 0, 1) 时 ，1 zl 和 1， 上 y1 <1, 于 是 YAME[0, 1] 
Mit (Dy IA 一 l=1 
故 及 0, 1) 是 凸 集 . 
例 5.2.2 设 X 是 线性 空间 , 则 X 中 的 室 集 , 单 点 集 以 及 的 任何 线性 子 空间 部 是 
凸 集 , 


例 5.2.3 连续 函数 空间 Guw 切中 的 一 切 正 元 | x( DE Ce | {D0, YE 
La 可 ) 是 一 个 凸 集 . 
由 凸 集 的 定义 出 发 ,容易 得 到 凸 集 的 下 列 7 个 运算 性 质 . 
性 质 1 设 K,(eE 了 是 X 中 的 凸 集 , 其 中 1 是 任意 指标 集 , 则 们 K, 也 是 X 中 的 凸 集 . 
证 设 K=[Ks Yn 3E K, 则 YE 1 wyE kK., 由 于 KK, 是 凸 集 , 故 当 XE[0, 1] 
时 ， 
Mz+(1 一 byEK YaET 


即 zh(1l 一 为 YE DRK.= K, 由 此 可 见 人 是 凸 集 , UL 
由 于 任意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 , 再 由 性 质 1， 可 得， 
性 质 2 设 (6oE D 是 羡 中 的 闭 凸 集 , 则 站 ,K, 是 闭 是 集 。 U 


性 质 3 设 C 二 X', 则 CC 为 六 的 凸 集 守 >C 包 含 其 中 元 素 的 所 有 凸 组 合 ， 即 对 任意 的 
， 吉 ， "二 巨 C 和 任意 满足 > 二 1 的 非 负 实数 ,i 二 1，2，"…， wm 三 2), 伍 有 


DiNmEeCG 
了 
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证 一 显然 . 
了 ”应 用 数学 归纳 法 . 当 zx 王 2, 由 凸 集 定义 可 知 结论 成 立 . 设 mm 一 人 时 结论 成 立 , 则 


当 m= 有 1 时 , 设 se GC, 420, 汪 1, 2, …， 对 1， > 一 1 
| 


如 果 为 1 二 1, 则 入 二 入 二 … 二 入 =0， 这 时 4 如 二 wl EC, 结论 成 立 ; 


现 设 0< hi<<1， 和 丸 十 Xi 十 ,大 一 充 , 则 大 0， > 天 一 1， 和 二 1 一 由 归纳 


假设 ,y= > me C, 而 >)Xz = DMs Fh ar = Ay 十 (1 一 为 wr， 由 是 性 定义 


ft 台 


可 知 ， Ze © U 
定义 5.2.2 设 X 是 一 线性 空间 ，AC X, 称 包含 A 的 一 切 凸 集 的 交集 为 A 的 凸 包 ， 
记 为 CoA 


例 5.2.4 设 A 由 X 的 到 个 起 了 
CoA= (2a |2 = 
特别 地 , 在 三 维 空间 R 中 , 包含 四 个 点 的 最 小 凸 集 是 以 这 四 个 点 为 顶点 的 四 面体 


对 于 任何 集合 A, 可 以 用 如 下 的 性 质 4 来 刻画 A 的 凸 包 . 
性 质 4 设 ACX. 则 


， 元 ) 组 成 , 则 


,三 0， i=1,2,…, 叫 


CoA= {2 rn|zeE A N20 i=1,2, ,nm =1, 任意 } 
5 Ft 
(5.2—1) 


证 记 (5.2-1) 式 右边 的 集合 为 S, 由 性 质 3 知 S 是 凸 集 , 显 见 AC S, 所 以 5S 是 包含 
有 A 的 凸 集 .为 证 S 是 包含 A 的 最 小 凸 集 , 可 设 下 为 包含 A 的 凸 集 , 则 对 zE AC 已 过 0， 
汪 1,2m mn ZZ =1, 有 Nz EF, 则 SC F, 即 S 是 包含 A 的 最 小 凸 集 , 故 
Co4= S U 

下 面 考虑 线性 贱 范 室 间 (X，1 。 | ) 中 的 凸 集 . 

定义 5.2.3 设 久 是 线性 赋 范 空间 ，KC X, 如 果 满足 两 个 条 件 ; 

(1) 天 是 凸 集 ， 

{2) KK 中 包含 内 点 ， 
则 称 天 为 凸 体 . 

显然 ，X 中 的 单位 球 BC0, 1)=( xE X11 zl 一 1) 及 有 U0, 1)=( xzE X11 zl 二 1) 都 
是 凸 体 . 

定义 5.2.4( 同 胚 ) 设 X, 总 是 线性 赋 范 空间 ， AC X ，BC 总 . 如 果 存 在 A 到 B 上 
的 一 一 映射 gp 满足 : 

(1) gp A B 连 续 ; 

(2) 8 :BB> A 连续 ， 
则 称 4 与 了 同 胚 . 
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性 质 S 。) 维 欧 氏 空间 R'* 中 任何 两 个 有 界 闭 凸 体 是 同 肛 的 . 

这 条 性 质 的 几何 意义 旺 很 明显 的 。 其 严格 证 明 十 分 繁 长 这 里 仅 在 R' 中 给 出 其 证 明 
思路 . 

先 假定 A，B 相 交 , 并 且 有 公共 内 点 (如 一 一 一 一 一 一 一 一 二 
5 一 2 所 示 ) po 设 A，B 的 边界 分 别 为 Pu Di.| ”~ Be 
过 请 的 任 一 条 射线 与 人 ,1 分 别 交 于 。 司 a Es 
,这 样 就 建立 了 及 与 my 的 一 一 映射 ,并 SR 
这 一 英里 用 双 向 过 续 ， 若 > 是 从 内 任 一 点 ， 5 
三 hp 连接 ho 与 7 的 射线 . 如 果 与 及 、y 分 
别 交 于 ce, 则 在 射线 pz 上 取 一 点 zx， 使 SR 要 

1 hzl 1 和 cl Lg 
| pxl 1 加 e 

这 里 ，| An zl 表示 两 点 之 间 的 距离 ， 则 映射 
zz 是 人 到 日 的 一 一 映射 ( 户 映 到 自身 )， 而 且 是 双向 连续 . 

若 A 与 B 的 交 无 内 点 . 则 可 先 取 A 的 内 点 py, 把 适当 平移 得 到 B”, 使 得 B' 包 售 
点 为 内 点 ,这样 可 以 证 明 A 与 B 同 胚 : 再 由 平移 映射 屁 一 一 陕 射 且 是 双向 连续 , 故 A 与 8 
同 肛 . U 

性 质 6 设 X 是 实 的 维 线性 峰 范 空间 , R* 是 ， 维 欧 氏 空间 ，AC 六 是 有 界 闭 是 体 ， 
则 存在 R* 的 有 界 闭 凸 体 B, 使 A 与 互 同 用 

证 设 4，e. …。 中 是 六 的 一 组 基 . Y xE A, 则 xz 可 以 唯一 地 表示 为 


和 
a 


这 样 可 得 R' 中 点 集 
B= {(a ev aceR|>aeeA 
定义 映射 闪 Ar 有 和 方 二 和 2; ad] = (aa …， a), 则 是 一 一 陕 时 ， 且 ?是 线 
性 连续 映射 , 所 以 BB 为 闭 集 . 下 证 甩 为 凸 集 . 设 (a. …，w)，( 太 ,上 有, 大 )E 及 
YE[0. 1J, 由 于 A 西 。， hE 和 和 


hrt (1—Ny= > (iu+t 一 NeEA 
全 


则 Cm 二 (一 办 为 ,he 十 (1 一 为 居 es ha 十 (1 一 力 k) E 卫 
如 Ma re 0) 十 (一 为 (有 kk)YEB 
故 也 是 凸 集 . U 
性 质 7 设 扩 是 R 中 的 一 个 紧 凸 子 集 , 则 必 存 在 正 整数 wE wm 使 得 大同 胚 于 R 中 
的 单位 球 ， 
证 明 可 参看 文献 [3]. 


5.2.2 过 劳 威 尔 不 动 点 定理 


定理 5.2.1( 勃 劳 威 尔 (Brouwer) 不 动 点 定理 ) 设 Bt(0, 1)=| xzER'| | x| 三 1)， 
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T; 及 0, 1) 一 及 0, 1) 连 续 , 则 存在  E 瓦 0,.1) ,使 Tr= 工 . 

这 一 结果 是 Brouwer 在 1910 年 发 表 的 , 但 这 个 结论 的 等 价 形式 早 被 H. Poincare 发 
现 , 关于 这 一 定理 的 证 明 方法 有 多 种 . 证 明 中 有 一 些 很 简短 , 但 应 用 了 代数 拓扑 . 纯 分 析 
证 明 比 较 繁 长 ,并 需要 较 多 的 基础 知识 , 这 里 略 去 其 证 明 . 需要 指出 , 这 个 定理 只 保证 不 
动 点 的 存在 性 ,不 保证 其 唯一 , 也 没有 给 出 求 不 动 点 的 选 代 格 式 - 

由 性 质 5, 我 们 可 得 到 如 下 的 推论 . 

推论 5.2.1 设 KCR" 是 有 界 闭 凸 体 ，T， Kk 连续 , 则 T 在 上 存在 不 动 点 . 

证 由 性 质 5 知 , 与 R" 中 的 单位 闭 球 BC0,1) 同 胚 . 设 六 及 0, 1) 一 人 是 双向 连续 
的 一 一 映射 ,由 T;K 一 连续 , 则 PT 到 0, 1) 一 有 0, 1), 由 定理 5.2.1 知 , 9 ' Tp 
在 B(0, 1) 中 存在 不 动 点 式 , 即 Fg Typz = 二 , 则 Tpz )=4Ux), 即 Ux) 是 T 在 K 
上 的 不 动 点 . U 

应 用 性 质 7 容易 得 到 下 面 的 推论 . 

推论 5.2.2 设 K 是 R 中 有 界 闭 凸 集 ，TX KR)C K 连 续 , 则 T 在 K 上 存在 不 动 点 .LL 

结合 性 质 7, 可 把 Brouwer 不 动 点 定理 推广 到 n 维 线性 赋 范 空间 . 

定理 5.2.2 设 六 是 n 维 线性 赋 范 空间 ，KCX 是 有 界 闭 凸 集 ，Tt KR)C K 连 续 , 则 了 
在 上 存在 不 动 点 . ti 

下 面 给 出 Brouwer 定理 的 一 个 应 用 . 

定理 5.2.3( 代 数 基本 定理 ) 设 有 3=a 十 a 站 十 wz 是 一 复 多 项 式 , 则 存在 xs， 
使 得 xs) 一 0. 

证 不 失 一 般 性 , 设 w=1. 令 后 ,只 [0, 2m， 

a=2+| @ | 二 … 十 | al | 

在 复 平面 上 定义 复 值 函 数 g 如 下 : 


xz 一 -了 ma | zl<l 
A2D= 
Ps 1 zl>1 
oe 


> 
显然 5 是 连续 映射 . 考虑 凸 体 D={ xl | zl 三 d, 现 证 g; D> DD 实际 上 , Y xsE D， 
当 | xz 大 1 时, 有 


1 
Ila&31<|l zt lAR21 


去 1 二 (1+Ia I+ tl a |) 


当 | 对 >1 时 , 有 


a 


Co D +E a Ia Ite tl ac) 


<(oD+ie =a Ze 
a 加 
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故 g Dr D, 则 由 Brouwer 不 动 点 定理 , 存在 sE D, 使 3s)=s. 即 有 a)=0,， UI 
s.2.3 绍 德尔 (Sechauder) 不 动 点 定理 


在 有 限 维 线性 赋 范 空间 中 , Brouwer 对 连续 映射 成 功 地 给 出 了 不 动 点 定理 ， 人 们 不 禁 
要 间 ，, 在 无 穷 维 空间 中 , 是 否 对 连续 映射 也 能 得 到 类 似 的 结果 , 即 若 了 是 B(0,1) 一 
BB(0, 1) 的 连续 映射 ，f 在 B(0, 1) 上 是 否 必 有 不 然而 , 事实 并 非 如 此 简单 . 


例 5.2.5 取 X= ?= {z=(n, 2, zn) | xl’ = 


2).Yz€E 


X, 令 用 也 王 (下 一 1zl ,a zB), 则 及 0,1) 一 有 0, 1). 容易 验证 /连续 . 


事实 上 , VY X= (4, Bz 3 一 (YY Wh EX 
1 一 AI=| Ta Tr 
+ > | 一 六 一 0 当 yz 时 


故 f 连 续 . 但 /在 B0, 1) 上 没有 不 动 点 . 事实 上 , 如 果 了 在 B(0, 1) 上 有 不 动 点 元 则 
z= AD, 从 而 


lzl=1AD1=1 


另 一 方面 , 从 ( 内 -1 51 0 风 有 五 一 到 


B= 


此 例 说 明 ， 在 无 穷 维 线 性 上 范 空 间 中， 不 能 简单 地 对 连续 也 有 建立 不 盈 点 定理 ， 需 
要 加 强 条 件 ， 如 要 求 了 是 全 连续 映射 

定义 5. 2.5( 全 连续 算 子 ) 设 X，X 都 是 实 的 线性 赋 范 空间 ,，T; ITDICX) 一 总， 
若 了 把 Di 的 任 一 有 界 子 集 映 为 器 中 的 列 紧 集 , 则 称 了 是 一 紧 算 子 (或 紧 映 射 )， 连续 
的 紧 算 子 叫做 全 连续 算 子 . 

下 面 儿 条 引 理 给 出 了 全 连续 算 子 的 一 些 性 质 ( 引 理 5. 2. 1 一 5. 2. 3). 

引 理 5.2.1 设 (1) T,.: D>X 是 全 连续 算 子 (w=1, 2, 3, …),， 且 Ti D>X; 

(2) Y SC DLS 有 界 ),， 1 T.z 一 Tzl 一 0( m=) 美 于 se 则 T，D~X 全 连续 . 

证 先 证 了 连续 . 设 二 五 (五 E 田 , 则 S={ 五 ， 五， 了, …， 五 ,是 DD 中 
的 有 界 集 , 由 条 件 (2)，Y >0, 取 上 使 


1 Ta Tal < 0 1 2 (5.2-2) 
再 由 下 全 连续 知 , 存在 N>0, 当 ne N 时 , 伍 有 
1mzm 一 Tal1<< 二 < (5.2-3) 


由 (5.2-2)、(5.2-3) 式 , 当 过 N 时 ， 
1 Ta Tal Ta Tol + Ta Tnl+l Tn Tnl 
4rdettee 
故 了 在 五 点 连续 . 由 w€ D 任 意 , 即 知 了 在 D 上 连续 . 
再 证 了 是 紧 算 子 . 设 SC D 有 界 , 由 条 件 (2)，Y a>0, 3 N, 使 | Txzx 一 Tzl 二 5 对 
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任何 xzE S 都 成 立 , 故 Tx( SS 是 TUS) 的 一 个 网. 再 由 人 (号 列 紧 知 TS) 也 列 紧 , 故 人 
是 全 连续 算 子 . U 
引 理 $5.2.2 设 T D(C 和) 一 全 连续 , 则 对 e>0， 存在 连续 有 界 算 子 Ti: 
D> XX( 昌 ,满足 
lITr—Tzxl<e VvYzED (5.2-4) 
其 中 了 是 X 中 的 有 界 集 ,XX%( 9 是 % 的 某 一 有 限 维 子 空间 . 
证 由 TD 是 义 中 的 列 紧 集 , 故 Y 0， 引 4， CS TD), 构成 TCD) 
有 限 < 网 . 令 
XO = spanl y, yr, yo) 
则 XX(89 是 号 的 有 限 维 子 空间 (其 维 数 不 超 过 四. 
YEKE, 令 
d(B=max ey wl.0 i=1l,2,m, m (5.2—5) 
则 d( 是 忠 ( 昌 上 的 非 负 连 续 泛 函 , 且 当 3E By%, 9，di( 0, 再 令 


d= dy VE XO (5.2—6) 
a 


当 xE D 时 , 必 有 > 使 1T 一 1 一 ss 故 不 了 二 0. 
作 算 子 T 如 下 :; Y x€E DD 


=_1 yar 
Tz 一 天 TD TD (5.2-7) 


显 见 耻 ，D~ 总 (9 连续 ( 因 di( 连续 及 连续). 当 TzE BC y, 9 时 ( 即 | Te yy 之 
时 ), 有 d(TD=0, 故 当 x€E D 时 ， 


Te Trl = RTT Te 
< SdTDN Tr Al <e (5.2-8) 
故 1 了 zl 二 1Tzl 十 <s 由 了 T 全 连续 及 也有 界 , 则 存在 M>0, 对 x 把 D, 有 I Tzl 三 M, 
结合 (5.2 -8) 式 , 有 对 zxE D 1 TzlsM+Hs 即 工 在 D 上 有 界 . U 


引 理 5.2.3 设 DC 是 有 界 集 ，T.: D>% 全 连续 , 夺 ，D> 义 , 满足 对 0, 存 
在 NN, 当 志和 NN 时 , 对 x€E D, 有 
二 (5.2—9) 
记 K.=T( 蕊 ， 呈 1, 2 3, …, 则 KK== UK. 是 列 紧 集 . 
证 由 引 理 5.2.1 知 ,了 是 D> 的 全 连续 算 子 , 令 
Q=U K. 
由 于 K.( =0, 1,2,…，N) 为 列 紧 集 , 故 Q 也 是 列 紧 集 . 下 证 Q 是 的 < 网 . 事实 上 ， 
YE K, 如 果 yE Q 则 取 3E Q 则 yE Oy 9. 如 果 3€ Q 则 存在 nN, 3E Ks ,此 
时 必 存 在 zxE 了 使 一 y 取 旺 TaxzE 玉 ,由 (5.2-9) 式 有 
ly—-ul= 1 TTzl<e 
即 yE OUu 9， WE 民 CUK, 一 Q, 即 Q 是 KK 的 网 , 故 K= UK 是 列 紧 集 . U 
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定理 $.2.4( 绍 德尔 (Schauder) 不 动 点 定理 ) 设 X 是 实 的 Banach 空间 ，KC X 是 有 界 
闭 凸 集 , 全 连续 算 子 了 映 天 到 自身 , 即 (RDC K, 则 存在 ERK, 使 Tr 一 工 . 

证 取 一 列 正 数 s~0( 如 取 =1/ 岂 (mc ) ,按照 引 理 5. 2. 2 的 方法 构造 算 子 列 
{ 下 入 使 在 玉 上 一 致 逼近 于 T. 由 了 ,的 定义 (5.2 -7) 式 易 知 , 对 zE K，T.zE K, 即 
了 (RCRK, 且 了 (KRK) 是 X 的 某 一 有 限 维 子 空 间 X(s) 的 点 集 . 记 KCs) 二 KN X ss) 则 
TCRCRKs) ,而 K(s) 是 有 限 维 子 空间 Xe) 中 的 有 界 闭 凸 集 , 把 工 限制 在 K(s) 上 ， 
有 

TK(e) CS Ke) 

由 定理 5.2.2 知 , 存在 x.E Kes), 使 Tz.= z( J 丘 1,2,3,…)， 再 由 引 理 5.2.3 知 点 集 


UT( RD 是 列 紧 集 由 到 ) 三 局 下 (有 知 也) 存在 收 和 伍 子 列 z), 且 由 上 是 闭 集 知 ,六 > 
时， 


EK 
下 面 证 明 z 是 T 在 K 上 的 不 动 点 . 事实 上 , 由 
1Te zl Tr — TrltlTr Trlt+lT,r, zl 
一 1Tr Thl+lTr,— Tlt+lr, oz (5.2-10 
Y 0, 可 以 找到 充分 大 的 自然 数 N， 对 每 个 户 N, 有 
1m 一 1< 二 es1Te 一 Tom1< 二 se 《5.2 -11) 


同时 利用 T, 在 K 上 一 致 逼近 于 7, 则 对 二 >0, 可 以 找到 N，, 当 产 六 时 ,YaE K, 有 
1Tz 一 Tizl < 村 < (5.2-12) 


特别 地 , 当 z= z 时 , (5.2 一 12) 式 成 立 . 取 N=max(N ，N), 当 产 N 时 , (5.2-11)、 
(5.2 -12) 式 均 成 立 , 结合 不 等 式 (5.2 -10), 则 有 当 六 N 时 ， 
iT -rl<e 

从 而 Tz = 工 . U 

注 5.2.1 分 析 定理 5.2.4 的 证 明 过 程 ，T 功 是 列 紧 集 的 事实 起 到 了 关键 作用 . 因 
此 , 如果 适当 减弱 算 子 了 的 条 件 , 加 强 或 T( D) 的 条 件 , 也 可 以 得 出 工 有 不 动 点 的 
结论 . 

推论 5.2.3 (1) 设 DC X 是 紧 凸 集 ，Tt DCD 连 续 , 则 了 在 D 上 存在 不 动 点 ; 

(2) 设 DCX 是 凸 闭 集 ，T( D)C D 连 续 , 且 T 已 是 列 紧 集 ， 则 了 在 D 在 存在 不 
动 点 . U 

Schauder 不 动 点 定理 的 应 用 十 分 广泛 , 这 里 仅 给 以 下 两 个 应 用 . 

1. 常 微分 方程 解 的 存在 性 

定理 5.2.5( 皮 亚 诺 (Peano)) 设 ft 在 矩形 


Dliilgoelz-sl<b 
内 连续 , 记 上 ,max,| ft D1|, hmin| a 习 ， 则 在 [一 h 4 十 条 上 存在 一 个 连续 函数 


oe 
工 (站 满足 
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茸 = KN 


(5.2—13) 
NL)= 
证 初 值 问题 (5. 2 一 13) 等 价 于 积分 方程 
AD= a+|, Kr AD) dr (5.2—14) 


考虑 积分 算 子 T: 
(TD(D= a 上 | As xb)dr ze dtm—h s+ 


取 闭 球 记 廿 , 肪 CCEs 一 加 十 各 , 则 Bw 驴 是 CL 4 一 加 4 十 各 中 的 闭 凸 集 ,下 证 
T; 成, 肪 一 成 五 , 肪 是 全 连续 算 子 . 
首先 ，Y XADE 及, 肪 , 由 于 Y 和 [ 一 扩 了 十 阅 ，| 区 六 一 五 | 过 入 则 有 
1(TD(D— a1= | xs xddsase 二 = 
即 (TDCDE Bw. DB. 
其 次 证 了 全 连续 , 先 证 了 在 B( 五 ,及 上 连续 ，Vf (DC RB ,DADE Bn, 
已 , 当 1 却 一 | 一 0 时 ,有 
[ft md)— ft NA) | 一 0 
从 而 得 (应 用 积分 极限 定理 ) 
ITD 一 (TDCD1 一 0 
即 了 在 z 点 连续 , 由 xzE 及 w, 月 任 意 , 则 知 了 在 B( wn 仿 上 连续 . 
再 证 TU 有 w， 仿 ) 是 列 紧 集 , 应 用 Arzela 引 理 (推论 2. 3. 2) ， 只 需 证 明 TK 成 太 ， 饭 ) 
一 致 有 界 且 等 度 连续 
(DD) 证 Ti 有 a, 仿 ) 一 臻 有 界 . Y xE 有 Un, 仿 , 则 有 


1(TD(OD SI nm 1+ | bE 


夺 | wm | 十 p11 一 | 二 | jw | 十 县 
def 


从 而 1Trl 入 | + 所 一 M 
(2) 证 TU 及 ， 食 ) 等 度 连续 . Y zxE 有 Kw, 及 ,1,8E[4 一 hh 4 十 癌 , 有 


和 
ICTotD 一 Tate <] fr 9) dd a—41| 
故 T( 及 wn， 仿 ) 等 度 连续 . 


这 就 证 明了 T: 了 及, 仿 一 以， 仿 全 连续 ,由 Schauder 不 动 点 定理 知 , 存在 (总 
EB 人 DB, 使 (Tr )(D=z(9. 妓 


了 《让 二 本 + Kar (Ddr 
从 而 积分 方程 (5. 2 -14) 有 解 z (5, 则 xz (0 是 初 值 问题 (5.2 - 13) 的 解 . U 
2， 非 线性 积分 方程 解 的 存在 性 


考虑 Hammerstein 型 积分 方程 
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AD= 小 kex aAs HO) ds (5.2—15) 

的 可 解 性 ,其 中 4 为 参数 ，K( 1，3 为 积分 柜 . 
定理 5.2.6 设 函 数 g(t 力 是 [0, 1]X R 上 的 连续 函数 , 且 存 在 5>0, 使 对 于 

巨 [o, 茹 中 的 闭 球 成 0，M 内 的 任 一 点 六 有 


J us A ldssb {5.2—16) 
再 设 映射 G_xA 0D 一 g(t xD) 在 成 0，M 上 连续 , 且 存 在 己 0 满足 

1 1 

J Kn eadsdt<e (5.2—17) 


则 当 | 志 元 时 , 方程 (5.2 -15) 在 琴 0，M) 内 有 解 . 
证 考虑 算 子 
(TD(D = 小 Ke us 区 昌 ) ds 
由 Schwarz 不 等 式 , 有 


I(TDOD [SE 


提 


1 1 
J TD 1 de XR] as 9) [dg, dd Ks Dl dse be 


1 
Ks 1 qd, las A9)| ds 


所 以 当 1 三 并 时 ,有 

由 ICTD( Pd 大 al <M 
即 (Ta De 及 0，MD, 可 以 证 明 ，T= KG 是 全 连续 算 子 (证 明 略 ). 则 由 Schauder 不 动 
点 定理 知 ，T 在 BC0，MD 上 存在 不 动 点 . U 


5.3 最 佳 逼 近 


逼近 理论 主要 研究 用 较 简单 的 函数 去 近似 代替 较 复 杂 的 函数 例如, 在 微 积分 中 , 我 
们 曾 用 泰勒 (Taylon) 多 项 式 近似 代替 已 知 任何 阶 光滑 的 函数 , 应 用 伯 恩 斯 坦 多 项 式 来 远近 
连续 函数 (Weierstrass 定理 ), 还 应 用 Fourier 级 数 的 部 分 和 来 通 近 绝对 可 积 孙 数 . 这 些 都 
是 应 用 简单 函数 逼近 复杂 函数 的 典型 例子 。Weierstrass 定理 告诉 我 们 ,给 定 函数 
JE (0, 1],Y >0, 总 能 找到 伯 恩 斯 坦 多 项 式 


B(D = PASC 2 
满足 IB(D— ADISe 


这 里 B.( 忆 的 次 数 n 可 能 很 高 ， 现 在 的 问题 是 对 多 项 式 的 次 数 加 以 限制 , 要求 出 "次 多 项 
式 PA( 力 使 | P.( 双 一 AD | 最 小 , 这 就 是 最 佳 到 近 问 题 . 


5.3.1 线性 赋 范 空间 中 的 最 佳 逼 近 


定义 $.3.1( 最 佳 逼 近 ) 设 XX 是 线性 赋 范 空间 ，Y 是 X 的 线性 子 空间 ;xE X, 如 果 存 
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在 %EY, 使 
lyl=dr n=iml ro yl (5.3-1) 
则 称 y» 是 x 在 了 中 的 一 个 最 佳吉 近 . 
例 5.3.1 设 X=- 万 是 Hilbert 空间 ,{ as) 是 有 的 完全 标准 正 交 系 , 取 Y=spanl a， 


ea) 则 了 是 及 的 有 限 维 子 空间 , 由 最 佳 逼近 定理 (定理 3.4.3) 可 知 ,y 一 Zs 


0)e 是 x 在 Y 中 的 最 佳明 近 . 
由 定义 5.3.1 易 知 ，z 在 Y 中 的 最 佳 巨 近 y 是 了 中 到 x 距离 最 短 的 点 , 这 样 的 wyEY 
可 能 存在 , 也 可 能 不 存在 . 
定理 5.3.1( 最 佳 至 近 的 存在 性 ) 设 XX 是 线性 赋 范 空间 ,Y 是 XX 的 有 限 维 子 空 间 , 则 
对 xzE X，z 在 Y 中 存在 最 佳 通 近 . 
证 设 zEX 给 定 , 作 Y 中 的 闭 球 B={ yE YI 1 yl 三 21 zl ), 于 是 
dr B=iphl a yl lz-ol=1zl (5.3—2) 
当 ywEY, yEB 时 , | y 1 二 2 1 zl, 所 以 有 
lz—-allyl—lzl>1lxl>dxD (5.3—3) 
由 (5.3-2)、(5.3-3) 式 知 YEY 有 | y 宇 (zx 盏 , 故 二 二 了) 宇 d( x 有 转 . 再 由 
BCY, 则 dz YA DD. 从 而 有 dx B=d( x Y). 
由 于 是 有 限 维 子 空间 中 的 有 界 闭 集 , 故 B 是 紧 集 . 在 巨 上 定义 函数 /: 互 =R 为 


AD= zyl 
由 于 范 数 是 连续 函数 , 所 以 X 3 在 互 取得 最 小 值 , 即 存在 xE BB 使 
KR)= 1 xz 一 41 =iphlz- yl = dr B= dr Y U 


例 5.3.2 设 X=Ca, 司 , Y=spanl a na, 5), 2(D=f, k=0,1,…, m 则 
Y 是 XX 的 "十 1 维 子 室 间 , 了 中 的 元 素 是 次 数 不 超 过 "的 多 项 式 . 给 定 xDE X, 存在 
y(DEY, 使 对 XDEY, 有 


la- yl = gas! AD— yD ES mas | HD— XD1= 1 yl 
例 5.3.3 设 X=R', 在 X 中 定义 范 数 为 , 对 王 (#,#) ER ， 
1 zl =| a |+| 三 | 
取 Y{ FCOy，w)ERIY=w) (1 一 D). 对 y=(% 了 DEY, 有 
1 zx 一 J =|1— y+|—1— #22 
1z—-0l=1zl=2 


故 夏 王 驴 =2, 当 3 三 ( 访 满 足 | 对 所 1 时 ,1 一 3 一 11 一 中 十 | 一 1 一 引 一 (1 一 六 十 
(对 1)=2, 故 对 | 引 过 1 的 一 切 y=( 7 ?都 是 x 在 了 中 的 最 佳 通 近 . 

引 理 5.3.1 XX 是 线性 赋 范 空间 ，Y(C 六 是 其 子 空 间 ，zE X, 则 z 在 Y 中 的 最 佳 通 
近 构 成 的 集合 M 是 凸 集 . 

证 如 果 M 是 空 集 或 单 点 集 , 显然 M 是 凸 集 . 现在 设 M 的 元 素 至 少 两 个 点 . 令 
全 赤 五 轨 , 设 w sxE M, 则 有 

lz—-yl=1z-zl=d 
对 XE[0, 1], 取 wu=4yt(1 一 办 有 
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lz wl = Xz D+0— Dr Dla y+ NDI zl 
= jid+(1 一 Dd= d 

所 以 wE M, 即 M 是 凸 集 . U 

由 引 理 5. 3. 1 可知, 如 果 z 在 Y 中 具有 两 个 以 上 的 最 佳 通 近 , 例如 ，y，z 是 z 在 了 中 
的 最 佳 带 近 ， 则 联结 y 与 < 的 线段 W={ zd us= 4yt(1 一 为 ME[0, 1])} 上 的 每 一 点 都 是 
在 Y 中 的 最 佳 表 近 . 为 了 得 到 最 佳 逼 近 的 唯一 性 的 条 件 , 我 们 给 出 以 下 定义 . 

定义 5.3.2( 严 格 凸 ) 设 X 是 线性 典范 室 间 ,如果 X 的 某 种 范 数 1。|1 满足; Y zy 
EX 下 ww 1 zl=1 yl=1, 都 有 

lzt yl <2 

则 称 范 数 | ， | 是 严格 凸 的 ， 并 称 ( X，1 。 1 ) 是 严格 凸 赋 范 空间 . 

例 5.3.4 (1) (严格 凸 空间 之 例 )、Hilbert 空间 是 严格 凸 室 间 . 

《2) ( 非 严 格 凸 之 例 ) (CT a, 司 是 非 严 格 凸 的 . 


证 (DY x yE 成 甩 为 Hilbert 空间 ,1 zl=131=1. 生 > 有 1 一 省 = 心 
0, 由 平行 四 边 形 公 式 , 有 
zt ol 一 201zl 二 11 一 下 z 一 3 


=2x(1I+1) 一 <<4 
则 1 zx+ yl 二 2, 即 有 是 严格 凸 空间 . 


(2) 取 三 1,， = 大 和 则 本 关头 且 1 五 1 一 上 天 1 一 1 而 
1 4+ 有 | = max|li+ 芝 2|=2 
从 [二 得 b—a 


因此 ，CLa， 全 是非 严 格 凸 的 . 
定理 $.3.2( 最 佳 逼 近 的 唯一 性 ) 设 XX 是 严格 名 的 线性 赋 范 空间 ，Y(C 和 0 是 其 子 空 
间 ，zxE X, 则 z 在 Y 中 的 最 佳 逼 近 至 多 有 一 个 . 


证 用 反 证 法 . 如 果 x 在 中 有 两 个 佳 甫 近 yz 天 则 
oc sl< ly-zl+tl =2kx, 芒 
于 是 dw D>0, 令 4= 二 二 玉 (本 芒 '4= 而 十 本 (3. 则 有 1 al=| 1， 


a 关 aa 由 引 理 5. 2. 1 知 , 去 ( 十 六 也 是 xz 的 最 佳 带 近 ,因此 ,1 xz 一 去 (+ 1 = 


丰 到 史 . 从 而 


1 去 4 十 去 s1 = 


1 zl 
不 五 了) 2 


即 1 ua 十 ae =2, 这 与 X 严 格 凸 相 矛 盾 . U 
在 Hilbert 空间 刀 中 , Y 是 电 的 闭 子 空间 . 由 直 交 投影 定理 可 知 , 对 于 xE Hz 在 Y 
上 的 直 交 投影 w 是 z 在 了 中 的 最 佳 逼 近 ， 结合 定理 5. 3. 2 可 得 推论 5. 3. 1. 
推论 5.3.1 设 H 是 Hilbert 空间 ，YC 甩 是 闭 子 空间 ，xE H, 则 xz 在 了 中 存在 唯一 
的 最 佳 表 近 . U 
下 面 着 重 讨论 X= (La, 月，] 忆 XX 的 最 佳 通 近 问题 . 
定义 5.3.3 (1) ( 极 值 点 ). 设 zE (La, 靖 , 4 E[ a 问 , 如 果 
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‘y+ 31=1 


| 二 8 一下 
则 称 4 是 z 的 一 个 极 值 点 ; 
《2) ( 哈 尔 (Haar) 条件). 设 Y 是 CL a, 司 的 wn 维 子 空间 ， 如果 Y yE Y，: 关 0， 在 
[a 名 上 至 多 有 "1 个 零点 , 则 称 了 满足 Haar 条 件 . 
引 理 5.3.2( 充 要 条 件 ) 设 YC C[Lw, 日 是 mn 维 子 空间 ,| yy，¥，…，%) 是 了 的 任 一 
组 基 ，4，t,， …，, 如 是 [ a, 可 上 任意 "个 不 同 的 点 , 定义 矩阵 
K= (Ah)s pois CAO) i (5.3-4) 


则 了 满足 Haar 条 件 寺 > 下 的 行列 式 det K 才 0. 


证 Y 3yEY, 则 y 可 唯一 表示 为 y= @%， 子 空 间 了 满足 Haar 条 件 > 对 每 一 


在 :5 立 ah， 车 在 [ a, 症 中 有 "个 或 多 于 个 零点 4, ,to 则 区 0, 即 线性 方程 
组 


XD= an)=0 j=1,2,",n (5.3—5) 
条 
有 唯一 零 解 a = “一 …= wm 二 0, 而 方程 组 (5.3 -5) 只 有 和 零 解 生 过 det K 天 0. U 


引 理 5.3.3 设 Y 是 实 Banach 空间 CL a, 司 的 " 维 子 空间 , Y 满 足 Haar 条 件 ，xE 
(Le 且 ，yE Y, 如果 一 > 在 [ww 瘦 上 的 极 值 点 的 个 数 少 于 rH1 个, 则 > 不 是 < 在 Y 中 的 
最 佳 鼻 近 . 

证 (初学 者 可 以 跳 过 此 证 明 ). 设 三 一 在 [ae 避 上 有 wx mS 力 个 极 值 点 1， 
te 车 mm 则 可 选 kr， …， ksE[w 症 , 不 同 于 4，…，t。 取 Y 的 任 一 组 基 ( y， 


六 ，"…*，%)， 和 构造 非 齐 次 线性 方程 组 
Rn) = dt) 了 一 1. 2，… 《5.3 一 6) 
其 中 上, 此, …， KL 是 未 知 数 , 因 Y 满 足 Haar 条 件 , 由 引 理 5.3. 1 知 方程 组 (5.3 - 6) 有 唯 
一 解 上， 作 ET 
»= 人 By 
Y 0, 令 汪 yt ey, 下面 证 明 : 当 20 充分 小 时 , 函数 六 一 y 满 足 
lol<lol (5.3-7) 


从 而 y 不 是 z 在 中 的 最 佳 逼 近 . 

下 面 证 明 (5.3 -7) 式 ,对 每 个 4( 这 1,， 2，…， 风 ， 存 在 “的 充分 小 邻 域 0( 4)， 记 
N= OD, 令 M=[ a 由 AN 由 于 xz 凿 0, 故 对 的 每 个 极 值 点 5(i=1，2，…， 
区 ,有 | 世相 | 三 vl 二 0. 再 由 x 的 定义 知 ，y(4)= 二 0)( 二 1, 2, …， mmD); 由 于 连续 
函数 的 性 质 , 可 取 上 的 邻 域 O(4) 充 分 小 .使 

= D>0 且 | yD | 可 1 al 
由 于 (三 和 二 上 vo 去 0( 三 1, 2 ,网 , 故 YiE N，w(9/dD>>0; 从 而 


TS | 
TAD1 > 一 To 一 疡 也 De 
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记 二 sup| yy(D1, 则 对 每 个 把 (0, WKi) 及 近 N 有 


yD _ eyD | ek a 
Wo NO St (5.3—9) 
因为 三 汪 汪 yy 三 0 ey, 利用 不 等 式 (5.3 -8)、(5.3-9), 则 Y IE N 及 0 一 性 


HK, 有 


2) 


Idl=|l dD ed =| D1 (1 一 dD 


上 
< 1ol(1 一 避 <1al (5.3-10) 


对 ME=[a, 闭 \NN, 定义 
KR=sugpl Dl, k=supl Al| 


因为 N 包 含 v 的 所 有 的 极 值 点 , 故 及 < 1 wl, 记 1 vl = 以 十 多 这 0), 选取 sE 
(9, 及 | 于 是 YLE M 有 


1aD ll Ao ltel yd < K+ ek 
<K+7= 1 ol (5.3-11) 


取 0<<e<min| 优 , 届 | ,结合 (5.3-10)、(5.3-11) 式 , 可 知 (5.3 -7) 式 成 立 。 [LI 


定理 5.3.3( Haar 唯一 性 定理 ) 设 了 是 Banach 空间 C[ ae 加 的 " 维 子 室 间 ，zE 
(La 是 , 则 zx 在 Y 有 唯一 最 佳 怠 近 守 过 了 满足 Haar 条 件 . 

证 (初学 者 可 以 跳 过 此 证 明 ). 二 设 了 满足 Haar 条 件 ， %n，x EY 是 + 在 了 中 的 
最 佳 通 近 . 令 4== 汪 yw 二 x 则 有 上 41 二 1 1 二 收 坟 六 .由 引 理 5.3.1 知 ，y 


= 去 4 十 %) 也 是 z 在 Y 中 的 最 佳 逼 近 . 根据 引 理 5. 3. 3， 函数 二 二 = 二 去 3 十) 


= 证 (4 十 如) 至 少 有 whl 个 模 值 点 4，6，…，tw1， 在 这 些 点 处 有 | at)1= 1 vl = 


收工 六, 故 
2U0)= q+ ut) =2dz PD( 或 -2d x DD) (5.3-12) 
叉 1a( 四 | 三 4 三 本 z 站， | a(0)| 志 1 #1 三 站. 因此, 欲 使 (5.3 一 12) 式 成 
立 , 只 有 一 种 可 能 , 即 
uD) = (= dn WO 或 -dn DD i=1,2,%, n+l 
这 就 意味 着 一 三 a 一 4 在 [La, 避 上 具有 wt1 个 零点 , 根据 Haar 条 件 可 知 ¥ 一 二 0， 
则 = ¥. 唯一 性 得 证 . 

二 ”用 反 证 法 . 设 Y 不 满足 Haar 条 件 , 只 要 证 明 存在 xE CL a, 由，z 在 YY 的 最 佳 各 
近 不 唯一 即 可 .如果 Y 不 满足 Haar 条 件 , 则 存在 了 的 一 组 热 y， 及 [a 如 上 
mm 个 不 同 的 点 4 ，&，…，4， 使 得 det K=0( 其 中 K=( y( 46))。 。)， 所 以 齐 次 线性 方 
程 组 


aWa)+ eye)t + oy( t=0 i=1,2,.%. 


有 非 零 解 (a ,a ，…，a) + 应 用 这 一 解 以 及 任何 y= 2 Ky E ,都 有 
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Dax = Pay (5.3—13) 
此 外 ,被 转 置 的 齐 次 方程 组 
Hy EET + yt) 一 0 j=1,2, 


也 有 非 零 解 (X，%,*…，X); 利用 这 一 解 定义 % 二 之 Yo 则 >EY yw 天 0, 且 3 人 (的 


= Nb=0,ji=12 mm 取 AER ,使 hyw1 太 1 再 取 zE Cuw 刁 , 使 
名 


1 xl = 二 1, 且 满 足 
=1 当 a<0 
xx =sgne= | Ne 
定义 xE (La 忆 为 
A = do01—| Mw(D 1] 
显 见 x j= XA 二 sgna( 三 1,2,……, 月 , 则 1 zl 三 1. 对 任意 上 性 [ww 梧 , | xb 过 1 xl 
=1, 1My(DI 三 11 大 1; 则 Y 把 [ 一 1, 1], 都 有 
[AD— Aw DIEI AD + dy = AD | -| AnD 1D) 十 | an 人 (| 
1—| Aw | 十 | gw(D1=1 一 (1 一 | el) | aw |<1 
(5.3-14) 
由 (5. 3 -14) 式 可 知 , 只 要 能 证 明 小 x 六 三 1, 则 可 知 : Y sE[ 一 1, 1]， ay 都 是 zx 在 了 
中 的 最 佳 逼近 . 即 x 的 最 佳 逼近 不 唯一 . 
下 证 d( 久之 1, 应 用 反 证 法 , 车 存在 YE Y, 使 1 zy 二 1, 那么 由 条 件 
Ab) = sgna =+1 
| AD— XA 1x yl <1 1 1. 2，…, 
推 得 , 对 所 有 a 关 0. 均 有 
sgnXz) 一 sgnzt) 一 sgna 
从 而 有 


DoD= Hol XD sgne= 2 lall XIA0 

(因为 w 不 全 为 零 , 而 式 切 三 士 1， | 和 一 D1 过 1, 所 以 X 妨 去 0) 这 与 (5.3 -13) 式 相 
矛盾 , 因此 dx, 咏 三 1. U 

推论 5.3.2 设 ,是 实 Banach 空间 Ca 同 中 由 y=0( 对 此 不 定义 方 次 ) 及 次 数 不 超 
7 次 多 项 式 构成 CL a. 辐 的 w+1 维 子 空间 . 则 Y xzE CL wu 可, z 在 Y, 中 存在 唯一 的 最 佳 通 
近 . 

证 由 于 对 任何 yE Y.，y 是 [ a, 名 上 次 数 不 超过 "的 多 项 式 , 由 代数 基本 定理 ,y=0 
在 [w 如上 的 解 ( 即 零点 ) 最 多 有 "个 , 所 以 Y, 满足 Haar 条 件 , 再 根据 定理 5. 3. 3 便 得 
结论 . U 

在 以 上 理论 分 析 的 基础 上 ,下面 讨论 如 何 确定 xE CL a, 癸 的 最 佳 天 近 函 数 yE Y. 一 
般 而 言 , 只 有 少数 的 函数 zE CL w， 可 ,才能 确定 其 最 佳 逼近 下面 我 们 主要 讨论 zx( 2 = 
一] 过 发 D 在 Y=span 1，# …， 六 )} 中 的 最 佳 逼 近 . 先 给 出 如 下 的 定义 . 
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定义 $.3.4( 交 错 集 ) 设 Y 是 CLa, 全 的 子 空间 ，xE (La, 有，YE Y, 如 果 [ a, 名 中 的 
点 集 ({ #8，4 ，…， 加 ), 满足: 4 一 1 二 … 一 =, 且 使 得 函数 一 y 在 这 些 点 的 值 四 一 


(三 0, 1, 2. …, 月 依次 交错 地 等 于 1 二 y| 和 一 上 二 y|, 则 称 8 4,…, &) 是 z 汪 y 
的 一 个 交错 集 . 

显然 , 交错 集中 的 十 1 个 点 都 是 二 的 极 值 点 并 且 在 这 些 点 函数 交错 地 取 最 大 值 
与 最 小 值 . 


引 理 $.3.4 设 Y 忆 CLa, 器 是 n 维 子 空间 , 且 满 足 Haar 条件，xE Ca, 加， YEY, 如 
果 二 y 在 [a, 如 上 有 包含 +1 个 点 的 交错 集 , 则 y 是 z 在 了 中 的 最 佳 通 近 . 

证 根据 定理 5. 3. 3 知 ，z 在 Y 中 有 唯一 的 最 佳 通 近 . 设 x 是 z 在 Y 中 的 最 佳 逼 近 、 
如 果 yy， 则 有 

lz—yl>1z-yl 
这 个 不 等 式 意味 着 , 在 w+1 个 极 值 点 上 , 函数 
= ye 

和 二 y 有 相同 的 符号 ,这 是 因为 在 这 些 点 处 ,x y 等 于 士 1 一 ?1 ,而 x ¥ 在 这 些 点 
处 的 值 不 超过 1 zy 1 , 从 而 严格 小 于 1 一 y1 .这 就 是 说 ，y 一 y 在 x 一 y 的 交错 集 上 
的 取 值 (w+1 个 函数 值 ) 也 依次 地 为 正和 负 , 所 以 y 一 x 在 [ a, 急 上 至 少 有 2 个 零点 ( 介 值 
定理 ) 由 于 y %EY, 且 Y 满 足 Haar 条件 , 故 盖 3=0, 与 ?天 矛盾 . 所 以 3 三 %， 
从 而 证 明 y 是 x 在 Y 中 的 最 佳 逼 近 . U 

作为 引 理 5.3.4 的 应 用 , 讨论 XD= PE (一 1, 1], 在 Y=span 1, 4 …, 站) 中 的 
最 佳 各 近 . 

解 取 

3 了 一 or 十 os 人 十 十 aeE 世 
令 三 而» 则 有 
AD= (a to t+a) 

根据 引 理 5. 3.4, 要 使 YE Y, 是 zx= 的 最 佳 逼 近 ， 只 要 选取 适当 yE Y,, 使 := 一 y 在 
[一 1, 1] 上 具有 "1 个 点 的 交错 集 就 可 以 了 . 

为 了 确定 4 5 的 结构 形式 , 让 我 们 回忆 一 下 三 角 函 数 :=cos mg 的 简单 性 质 ， 显 然 这 个 


函数 在 " 叶 1 个 点 ， 0= 乞 ( 多 0, 1,，…， 及 处 依次 改变 符号 ,并 使 | cos 叹 | 达 到 最 大 值 1. 


另 一 方面 ,又 知道 cosng 可 以 展 成 cosg 的 mn 次 多 项 式 ( 有 穷 级 数 ). 这 样 ， 只 要 我 们 令 cos0 
三 4 则 cos nb 便 成 了 + 的 ”次 多 项 式 , 记 为 T.( 5, 则 有 


A = TD = cos(narccosd 


就 是 1 的 n 次 多 项 式 , 并 称 T.( 9 是 第 一 类 的 xn 阶 的 契 比 雪夫 (Tehebichef) 多 项 式 ，T.( D 
有 叶 -1 个 元 素 的 交错 集 4 一 cos 惫 E[ 一 1， 1]，( 全 0，1， 2,…, 六 


这 样 , 我 们 基本 解决 了 x 的 构造 问题 . 唯一 剩 下 的 工作 就 是 选取 适当 的 常数 C… 使 
CT.(D= Cvcos( narccosD 中 六 系数 为 1 就 可 以 了 ,注意 到 


1 -iw 1 0 本 
cosm= Fe te ) 一 羡 [(cosg+ising "+ (cos0—isin)'] 


其 (+ -DD'+(e WD] 


si FH FH 


令 fre, 有 
lim S02" 
即 cos( narceosDD 的 六 的 系数 为 2 ', 取 C,=(2”) ,得 
0 = TD = aH cosCnareosp 《5.3 一 157 
即 #0 = D+ TD (5.3-16) 
通常 记 你 (0 一元 -TO 一 最 高 次 系数 1 的 Tehebichef 多 项 式 .根据 引 理 5.3.4, 我 们 
有 下 面 定理 . 
定理 $.3.4( 契 比 雪夫 (Tehebichef) 定 理 ) 多 项 式 
Tw 一 TT D = zr cos(narccosd un 之 1 
在 所 有 最 高 次 系数 为 1 的 "次 多 项 式 中 是 函数 zx 二 0 的 最 佳 台 近 . U 
推论 5.3.3 函数 xAD= PE 一 1, 1] 在 Y.=spanl 1, 名 7 让") 中 的 最 佳 逼近 是 
xD= A0-HrTD (5.3-17) 
U 


注意 (5. 3 -17) 式 中 的 最 高 次 项 消 掉 了 ，X 59 是 Y, 中 的 多 项 式 (次 数 不 超过 :1). 
如 果 趟 四 三 及 十 17 十 … 十 有 是 1 次 多 项 式 (性 0)， 令 AD= 直 则 xz 是 最 高 
次 系数 为 1 的 多 项 式 , 由 定理 5. 3. 4 知 , 如 果 yE Y, 是 工 的 最 佳 逼近 ， 则 


起 zDD= ED 


即 
XD = 7 eT 及 7m 三 1 


推论 5.3.4 设 区 DD 是 [一 1, 1] 上 的 n 次 多项式, 其 最 高 次 系数 kK 去 0, 则 区 在 了 .二 
spanl 1，t,…，。["') 中 的 最 佳 带 近 为 
3 iT (5.3-18) 
下 面 我 们 来 计算 T.( 的 表达 式 . 根据 三 角 便 等 式 
cos( nt+1)0= 2 cosgcos 咀 一 cos(m 一 1)0 m 一 1，2，3，… 
作 变 量 代 换 生 arccost, 可 以 导出 以 下 的 递 推 公式 : 
Tn(D=21T(D— Tu (dD n= 1, 2, 3, 《5.3 一 19) 
注意 (CD 二 1， TCD 二 4 反复 应 用 (5. 3 -19) 式 , 可 得 
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TD=1 

T(D=1 

TD = 2 一 1 

TD =47—31 

下 (0 一 于 一 8 十 1 
TD 一 167 一 207 十 5 
Ti(D =320—481 二 187 一 1 


一 般 公式 是 
[3 人 
TO = 如 六 人 0 320 H= 1 2 3 (5.3 一 20) 


其 中 | 芭 是 过 的 整数 部 分 ， 在 = 2 人 偶数) 时 , 取 [型 | = 在 :=241( 奇 数 ) 时 取 


| 到 =- 导 = 本 1. 为 了 获得 一 个 更 具体 的 印象 , 图 5 -3 给 出 定义 在 [一 1，1] 上 前 六 个 


5.3.2 希 尔 伯 特 空间 中 的 最 佳 逼 近 


设 H 是 Hilbert 空间 , 是 用 的 闭 子 空间 , 由 推论 5. 3. 1 知 ，Y xE 及 >z 在 Y 中 存在 
唯一 的 最 佳 逼 近 五 再 由 定理 3. 3. 3( 投 影 定理 ) 知 ， 
并 一 D+ zi {5.3—21) 
为 EY 面 *E 六 ,这 里 < 反映 了 通 近 所 产生 的 误差 . 
如 果 了 是 及 的 mw 维 子 空间 , 高 y，¥，*…，yw) 是 了 的 一 组 基 , 则 容易 求 得 最 佳吉 近 
五 的 表示 式 及 通 近 误差 的 估计 
设 五 在 Y 中 可 用 基 | ¥。¥.，*…，%%) 唯 一 表示 为 
= Pay (5.3—22) 


因为 ==(z 一 及 )|Y, 故 有 
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Cy) = = il 
由 此 可 得 m 个 未 知 量 a，a，…， a 的 m 个 方程 的 线性 方程 组 
a(y WT ely $) 二 二 a yo) = (yD i 1, 2 es mm 
(5.3—23) 
方程 组 (5. 3 -23) 的 系数 由 Y 的 其 %，%，…，3) 确定, 其 系数 行列 式 为 
(Ha) (Me Co) 
pr) (2 2) Co) 
3) = 咯 (5.3—24) 


GN, Wr 


Cyr HN) Cys W) (ye 3) 
并 称 GCy，¥ 3) 为 yw 的 格拉 姆 (Gram) 行 列 式 , 简 记 为 G 由 于 对 任何 
zxE HH, 方程 组 (5.3 -23) 都 有 唯一 解 , 故 Gz0, 于 是 , 方程 组 (5.3 -23) 的 解 为 


i=1,.2,."%, m (5.3—25) 


已 ，…，( yw， 怠 ) 代替 所 得 到 的 行列 式 , 这样 ， 


5 

其 中 ，G 是 G 中 第 i 列 用 CC， (>， 
就 被 确定 了 . 

下 面 , 我 们 考虑 逼近 z 所 产生 的 误差 , 即 考虑 | z 玫 上 二 <。 为 此 , 先 给 出 以 
下 引 理 . 

引 理 5. 3. $( 线 性 无 关 ) Hilbert 空间 中 的 一 组 元 妹 y ，¥ ，*…，yw) 线 性 无 关 守 过 ， 
的 Gram 行列 起 G3) 天 0 

证 一 在 (5.3-5) 式 的 讨论 中 已 证 . 

和 应 用 反 证 法 . 如 果 3%》*，¥，…，ys 是 线性 相关 的 ， 则 其 中 至 少 有 一 元 素 是 其 它 
元 素 的 线性 组 合 , 因而 G 中 的 第 列 是 其 它 各 列 的 线性 组 合 , 于 是 6 二 0, 这 与 G0 矛 


盾 , 故 %，%，*…，y。) 是 线性 无 关 的 . U 
如 果 五 是 xz 在 了 中 的 最 佳 通 近 , <= 二 加 ,由 于 zxLY,(#,3=( ,二 性) 二 0, 则 有 
lzl =(% D+(n, 2 


=(r— a, 7— +(n, 7z— 1) 


= (zx, xz— 4) 
一 《 必 DBD—|s > my] 
名 


上 式 可 改写 为 


(zDD— zl’— Yur y=0 (5.3 一 26) 


再 联 立 a ，&, …，w% 所 满足 的 m 个 方程 组 (5. 3 -23) 
(3 了 一 21a(z y=0 j=1,2,.%%, m (5.3—27) 
Ht 


方程 组 (5. 3 -26) 、(5. 3 -27) 式 合 在 一 起 得 到 包含 1 在 内 的 m+1 个 未 知 数 1，a ，&,，…， 
au 的 m 十 1 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 ， 该 方程 组 有 非 零 解 , 故 它 的 系数 行列 式 必 为 零 , 即 
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(zDD— del’ (ma) (mp) (zy 


Ca D0 a) Ca) 
a Celi 六 | = (5.3-28) 


《yw D—0 (yy) Coe HB) (ye 9) 


把 此 行列 式 按 第 一 列 分 成 两 个 行列 式 之 和 , 并 将 第 二 个 行列 式 按 行 一 行 展 开 ， 于 是 
(5.3 一 28) 可 以 写成 


Gn y， 


，w) 一 0 (5.3—29) 


其 中 G xz， ，"…，y) 表 示 行 列 式 


(nD (Tw) (BR) (人 yo) 


(HD CRM) CA MB) ON) 
负 gg a 3 《5.3 一 30) 


(yw DBD yer HW) Coes) (ye wy) 


由 于 Gz0, 故 有 


[EM (5.3-31) 


Gay， 


特别 地 ， 如果 选 取 的 y，¥，…，yw 是 了 的 标准 正 交 基 , 则 有 G=1, 并 把 G( zx 
…，yw) 按 第 一 行 展 开 , 注意 到 ( zx， 2) (4 力 二 1( zx D1 则 (5.3--31) 式 为 


[EA (5.3—32) 


定理 5.3.5( 误 差 ) 设 H 是 Hilbert 空间 , Y 是 甩 的 m 维 子 空间 ,{ ye) 
是 了 的 一 组 基 , xE H， 五 是 z 在 日 中 的 最 佳 通 近 ，x= x 忆 , 则 


:1_ Gz yo) 


特别 地 , 如 果 3 ，¥，…，» 是 了 的 标准 正 交 基 , 则 


[ED 


例 5.3.5 在 Hilbert 空间 已 [一 x, z], 由 标准 正 交 基 


cos 


本 机 


。 cosml sin a 


张 成 了 [一 x, 要 的 2 mt1 维 子 空间 , 在 二 [一 x, "J 中 定义 大 5 的 内 积 为 


则 有 


(fp = ADA Dd 


I Rr WR ee 
(大 后 |= 局 ,AD dz= 后 “= Ee 


I 去 "= 刘 RD dos dr 兵 a 
有 -. 


Ea | = 天 .7 Dsinkdr= rh k=1,2,%, m 


其 中 ，a，a， …，w， 3 0 …， 扣 ,… 是 的 Fourier 系数 f(D 在 了 中 的 最 佳 通 近 就 
是 了 的 Fourier 级 数 的 前 2mt+1 项 , 即 


f(D = te coskz 十 和 sm 多 (5.3—33) 
而 有 (V5 到 KD 的 距离 由 (5.3 一 32) 式 给 出 , 有 
1 zl ”= 171 -x[ H+ | (5.3—34) 
习 题 五 


1. 设 丸 刀 是 (一 =， 十 cc) 上 的 连续 可 拍 函 数 ， 且 满足 条 件 
If(DIS a<1, | zl<+™ 
证 明 : 对 任何 初 值 五， 序列 
zi1= Rr) n=0,1,2,% 
收 仇 到 方程 z= 太 力 的 唯一 解  ， 且 有 几何 级 数 的 收敛 速率 : 


1 本 一 他 | 去 


IT 一 2| Rw)— #1 


2. 在 Banach 不 动 点 定理 中 ， 当 a y 时 ,条 件 (5.1-4) 式 不 能 用 d( Ar A 二 
灰 zm 另 代理 ,考察 例 子 :， X= 吉 1< xz< 十 ce)， 并 取 实 井上 通常 的 度量 ， 定 义 映 射 4 X 
一 X 为 Az= 赴 蕊 证明, 当 x ?时 ,| Az- Al<<|z- 让, 但 喘 射 没有 不 动 点 。 


3. 车 用 力 在 区 间 J 二 [ a, 站 上 具有 连续 导数 , 且 A 人 <0,，f0D>0, 0 二 和 所 了 ( 力 所 
处 ( xzE 用 , 试 选 一 适当 的 常数 4, 利用 函数 风力 二 7 一 A 有 力 建立 一 挝 代 过 程 ， 以 求 方程 
大力 二 0 的 解 . 

4. 设 X 是 完备 的 距离 空间 ，A:; XXX 满足 


局 Sopis Se 全 二 下 


证 明 ，A 在 X 中 有 唯一 的 不 动 点 . 
5. 设 了 是" 维 空间 及 " 中 的 有 界 闭 集 ，A: F>F, 对 任何 避 荆 尼 当 xFzy 时 ,有 
dAx, AD 一 太田 
求证 A 在 下 中 存在 唯一 不 动 点 . 


6。 如果 条 件 sup2 | as | 二 1 成立 , 证 明 : 无穷 代数 方程 组 
Ea 


T=Panth i=1,2,3,% 
a 


对 于 任意 序列 寻 (4，&，…, 抽 ，…) EE ， 必 有 唯一 解 三 (EL. 
7. (Newton 法 ). 设 /是 定义 在 [a, 半 上 的 二 次 连续 可 微 的 实 值 画 数 ,x 是 f 在 (a 
全 内 的 单 重 零 点 ,试用 压缩 喘 射 原理 证 明 : 当初 值 加 充分 靠近 x 时 ， 由 关系 式 
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a i 江 a 
所 定义 的 迭代 序列 收 化 于 并 . 
8. 选 五 一 u 用 氨 代 法 解 下 列 积分 方程 ， 


' 
xD 一 由。 ADdr= AD lxl<1 


9。 若 ( XX， 由 是 度量 空间 ，Y 是 多 一 紧 子 集 ， 则 了 中 对 每 一 xE X, 均 有 一 最 佳 逼近 . 
10.( 凸 函数)， 函 教 f; R "一 有 称 为 凸 的 ， 若 它 的 定义 域 DX 让 是 是 集 , 而 且 对 所 有 ww 
到 以 ,有 
fiat+(l—DWOEAMAWD+I— DAY oA<1 
设 Y 是 线性 赋 范 空间 X 的 有 限 维 子 空间 ,{ da，&,…，e} 是 Y 的 一 组 基 , 对 于 固定 的 
XE X, 定义 函数 /为 


AD= 1z 一 2 el a= (a, eyou) 
Ea 


证 明 函 数 /为 是 的 . 

11. 证 明 : 着 一 范 数 是 严格 凸 的 , 则 1 zl = 1 y1 =1 且 x y 墓 活 对 所 有 0<< a<1， 
有 

Tat(— yl <=1 

并 证 明 这 一 条 件 对 严格 是 性 也 是 充分 的 

12. 设 mn(D=1, a(D= 了 ,着 Y 了 =spanl mn， 如) 看 成 : 

(1) dL0, 1] 的 子 空间 ， 

(2) [一 1, 1] 的 子 空间 ， 
间 了 满足 Haar 条 件 吗 ? 

13. 证 明 : n 维 空间 Y=spanl y，yw,，…，xw}C Cow 且 , 满足 Haar 条 件 , 当 且 仅 当 任 
意 n 个 不 同 的 6E[w 且 (j 二 1,2,，…， 态 ,，n 个 向 量 

= yt)) 了 一 1, 2，3，…， 

成 一 线性 无 关 集 . 

14. 求 XD= 让 十 1E[ 一 1, 1] 的 二 次 多 项 式 的 最 佳 远近 yy， 其 最 大 偏差 是 多 少 ? 

15. 用 Gram 行列 式 表示 Schwarz 不 等 式 ; |( zx, | 二 上 xl 1 yl ,并 利用 引 理 5. 3.5 
求 出 等 号 成 立 的 条 件 . 

16. 证 明 CC M4，¥，*"…，3) 之 0. 由 此 可 得 下 述 命题 ; Hilbert 空间 万 的 有 限 子 集 为 线 
性 无 关 < 其 元 素 的 Gram 行列 式 为 正 值 。 
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第 六 章 ”线性 算 子 谱 论 初 步 


谱 论 是 泛 函 分 析 的 一 个 重要 分 支 ， 它 起 源 于 线性 方程 (代数 方程 、 微 分 方程 、 积 分 方程 
等 ) 的 特征 理论 . 将 它 推广 到 抽象 空间 上 的 线性 算 子 ,就 是 线性 算 子 的 谱 理论 . 谱 论 在 现代 
科学 技术 中 有 着 广泛 的 应 用 . 目前, 对 算 子 谱 的 研究 已 相当 深入 ,本章 只 对 谱 论 的 基本 概 
念 、 基 本 性 质 及 一 些 简单 线性 算 子 的 谱 及 应 用 作 一 简要 介绍 . 


6.1 线性 算 子 谱 的 概念 与 性 质 


6.1.1 基本 概念 
在 线性 代数 、 微 分 方程 、 积 分 方程 等 许多 数学 问题 中 , 经 常 需要 求解 齐 次 方程 
(T 一 MD z=0 (6.1 一 1) 
及 非 齐 次 方程 
‘T— Dzr= 《6.1 一 2) 


对 于 方程 (6. 1 -1) 要 考 虚 : 对 于 什么 样 的 方程 (6.1- 1) 只 有 零 解 , 对 于 什么 样 的 方 
程 有 非 零 解 ; 对 于 方程 (6. 1 -~ 2) 要 考虑 : 在 什么 条 件 下 方程 有 唯一 解 , 并 且 这 样 的 解 连续 
地 依 环 于 大 这 里 是 给 定 的 算 子 ,I 是 恒 等 算 子 ，f 是 已 知 向 量 ，z 是 未 知 向 量 . 
例如 , 设 了 是 C 一 C 的 线性 算 子 , 对 于 C 内 选 定 一 组 基 , 则 T 可 以 用 nx "矩阵 
4=(w)。 "来 表示 , 这 时 方程 (6.1 - 1) 对 应 的 方程 为 
(A— Dx=0 (6.1—3) 
这 里 1 表示 nx n 单 位 矩阵 . 
如 果 det( 4 一 2D 取 0, 则 方程 (6.1 - 3) 只 有 零 解 . 此 时 , 相应 的 非 齐 次 方程 
(A— Dx=b (6.1—4) 
有 唯一 解 :=(A 一 XA) 和 
如 果 det( 4 一 2D =0, 则 方程 (6. 1 - 3) 有 非 零 解 . 此 时 , 方程 (6. 1 - 4) 并 非 对 任何 bE 
C 都 有 解 , 即使 有 解 ， 其 解 也 不 唯一 .在 这 种 情况 下 ，( 4 一 xD) 的 道 不 存在 ， 在 线性 代数 
中 , 称 方程 
det(4 一 MD =0 (6.1—5) 
为 算 子 到 或 矩阵 为 的 特征 方程 . 满足 方程 (5.1 -5) 的 为 算 子 或 矩阵 妨 的 特征 根 ， 当 
24 是 特征 根 时 , 方程 (5.1 - 3) 的 任 一 非 零 解 都 是 开 或 入 的 特征 向 量 . 
以 上 是 有 限 维 空间 的 情况 ,问题 比较 简单 ， 对 于 无 穷 维 的 抽象 空间 ,问题 会 复杂 的 多 . 
因此 ， 有 必要 把 线性 代数 中 这 一 方面 的 基本 概念 推广 到 无 穷 维 的 抽象 空间 中 去 . 泛 函 分 析 
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中 线性 算 子 的 谱 理论 就 是 研究 这 方面 的 问题 . 

设 X 0) 为 一 复 的 线性 典范 空间 , 全 Dt D(C 和 一 是 线性 算 子 ，D( 刀 是 了 的 定 
义 域 ，R TC X 是 了 的 值 域 . 当 了 是 D( 了 到 R(T 上 的 一 一 映射 时 , 记 了 的 道 映射 为 
三 ,而且 工 ' 是 RC 到 D( 的 线性 映射 很 明显 ，T 存在 < 一 > NT ={ 0). 这 里 
ND 是 了 的 零 空间 . 如 果 DC DD= RDTD=X 时 ，T ”就 是 T，X-> 久 的 道 算 子 . 对 于 给 定 
的 线性 算 子 T, 记 人 = JT 一 A1，1 是 D( 人 D 到 它 自身 的 伍 等 算 子 . 如 果 存 在 五 ， 记 及 (了 
= 五 =(T- AD .RR( 了 有 时 也 简 记 为 民 , 并 称 民 是 本 的 预 解 算 子 (或 了 的 预 解 式 ). 

定义 6.1.1 设 久 是非 零 的 复线 性 赋 范 空间 ,TD D(C 和 一 XX 是 线性 算 子 , 若 复 
数 4 满足 


(1 R(D=(T- XD ' 存 在 ， (6.1—6) 
(2) RR( 了 是 有 界 算 子 ， (6.1-7) 
(3) 及 (也 的 定义 域 ( T 的 值 域 RCT)) 在 XX 中 稠密 , 即 

RD=X (6.1—8) 


则 称 * 是 本 的 正则 值 ，T 的 全 部 正则 值 的 集合 叫做 丁 的 预 解 集 , 记 为 K 卫 . 数 集 CA 了 
叫做 全 的 谱 集 , 记 为 4 D. 
定义 6.1.2( 谱 的 类 型 ) 谱 集 x 站 中 的 元 素 可 分 为 三 种 类 型 ; 
(1) 点 谱 . 使 及 CD=(T- AD 不 存在 的 4 的 全 体 叫 做 工 的 点 谱 , 记 为 4( DD， 
2E ol 也 称 为 的 特征 值 ，os( DD 可 表示 为 
atD =(1 XE dD | 条 件 (6.1-6) 不 成 立 ) (6.1—9) 
《2) 连续 谱 . 使 RR( 了 存在, 且 RT== X, 但 使 R( 了 无 界 的 4 的 全 体 称 为 人 的 连续 
谱 , 记 为 a( 也 , 即 
a( =( XE dD | 条 件 (6.1-6), (6.1-8) 成 立 , 而 条 件 (6. 1 -7) 不 成 立 } 
(6.1—10) 
(3) 剩余 谱 . 使 RC D =( T 一 XD 存在 , 且 民 ( DD 的 定义 域 在 X 中 不 稠密 的 的 全 
体 称 为 全 的 剩余 谱 , 记 为 a( D， 即 
a( DD =1XE dD 1 条 件 (6.1-6) 成 立 , 条 件 (6.1-8) 不 成 立 ) 《6.1-11) 
由 定义 显 见 ; KD 与 dD 互 斥 ; 6( TD、g( DD、a( 两 两 互 斥 , 并 且 有 


C=A4DUAD (6.1—12) 
daD=4DUaDUaD (6.1—13) 
把 定义 6.1.1 和 定义 6.1.2 中 的 条 件 列 人 下 表 : 

满足 不 满足 4 属于 

6.1—-6), (6.1—-7), (6.1—-8) en 

《6.1 一 6) oD 

(6,1—6),. (6.1—8) (6.1-7) oD 

(6.1-6) 《6.1 一 8) oD 


为 了 便于 理解 谱 的 概念 ， 特 举 以 下 几 例 。 
例 6.1.1 设 X10) 是 有 限 维 空间 ,由 线性 代数 的 特征 理论 可 知 : 4 卫 一 mm( 了 二 
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{ XE Cldet(4 一 iD=0)( 这 里 算 子 了 对 应 矩阵 4) 是 非 空 有 限 集 , 即 工 的 特征 值 集 ， 此 时 
a(D=a(D=8. 
例 6.1.2 在 Hilbert 空间 中 , 定义 线性 算 子 T 7 一 ? 如下; 
Yan, 2, HES 
Tr= Ta a 
算 子 了 称 为 右 移 算 子 .显然 有 
I Trl = 1 = 1zl 
即 了 是 线性 有 界 算 子 , 且 2 关怀 , 有 Tan 隆 Ta, 即 了 是 单 射 , 因而 4=0 不 是 了 的 特征 
值 . 算 子 RD=T : 开门 一 存在. 实际 上 , 它 是 左 移 算 子 ; 
T'(0, mn, a = (nm, Br, He) (6.1—15) 
但 及 (了 的 定义 域 站) 不 在 7 中 稠密 -TL 站 是 由 所 有 JC 
E17 ,y=0 组 成 的 子 空间 . 因此 4=0 是 了 的 谱 值 , 但 i=0 不 是 特征 值 . 
例 6.1.3 设 X= CLa, 且 , 其 中 的 函数 是 [ ,及 上 定义 的 复 值 连续 函数 . 考虑 算 子 
(TDD =) A dr ADE dad 


(6.1—14) 


那么 
CT-MDx8=| a dr a (6.1—16) 
《1) 对 任何 ME C,( T 一 XD “存在 . 事实 上 , 设 mn(DE CLa, 可 ,使 
(T— Da(2d =| .ace dr— hn(d =0 


当 =0 时 ， 由 ja 9D dr 三 0, 可 得 wm(D 三 0; 


如 果 4 天 0, 可 得 wn( 避 是 微分 方程 初 值 问题 : 
an(D = a(D, a(0=0 
的 解 .该 初 值 问题 有 唯一 解 (9 三 0. 从 以 上 讨论 可 知 ，NT)={ 0), 从 而 T'=R(D 
存在 , 即 Y ME C, 条 件 (6.1 - 6) 均 成 立 ( 即 和 不 是 了 工 的 特征 值 ). 
(2) 当 图 0 时， RR( 是 有 界线 性 算 子 . 令 4==1/ 4 那么 算 子 方程 
(T—Dz=f (6.1—-17) 
化 归 为 (AT 一 有 z= pf 的 形式 (ye#0)。 车 记 g( DD 三 一 pA(D, 把 上 述 方程 写成 积分 方程 ， 
可 得 
AD = 路 9 drt aAD (6.1—18) 
此 方程 是 定理 5.1.6 讨论 过 的 Volterra 方程 的 一 个 特例 . 故 Y gDE Ca 且 和 #0, 方 
程 (6. 1-18) 的 解 存在 且 唯一 . 回 到 方程 (6.1-17), 可 知 , 当 和 0 时 ,VY A DE CL a 问 ， 
方程 (6. 1 -17) 有 唯一 解 . 由 此 可 见 ， 映射 T 一 XI 是 CL a, 司 到 CL a, 辣 的 一 一 线性 映射 
再 注意 到 算 子 T- MI 是 有 界 算 子 , 那么 由 逆 算 子 定理 (定理 4. 4. 1) 便 知 RD= 五 一 
(T 一 4D "是 有 界线 性 算 子 . 因此 ， 当 和 0 时 ,条 件 (6.1 - 7) 成 立 . 
(3) 当 籽 0 时 ， 玉 (了 的 定义 域 就 是 CLa, 肿 , 这 已 在 (2) 中 证 明 过 了 . 因此， 当 0 
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时 , R(T)= da, 本. 
综合 (1)、(2) 、(3) 可 知 ，VY 好 0, 则 XE A TD, 即 4 是 全 的 正则 点 . 
最 后 , 考虑 2 三 0 的 情况 , 由 (1) 的 结论 已 知 ， 生 0 不 是 了 的 特征 值 . 当 本 0 时 ， 
(了 站 (一 | .Ka drEl ADE Ca Xo =0< 亏 G[w 习 


容易 看 出 G[ a 中 C duw 司 , 而 G[w 司 才 在 Co 司 中 稠密 , 再 由 R(T)CGLa 问 ， 
可 知 R( 下) 不 在 da, 司 中 稠密 , 即 定义 6.1.2 中 的 条 件 (6. 1 - 8) 不 成 立 ,， 从 而 可 知 4=0 
是 本 的 谱 点 , 且 属 于 剩余 谱 , 即 a( 也 = 0). 

总 之 , so( D=2, a( D=2, ol D={0). 

例 6.1.4 设 X=1 ,线性 算 子 T，X~X 由 下 式 给 出 ; 


考虑 = TXL 
(DD 如 果 XE |0,1, 十, 十, …, 十， …| ,这 时 算 于 方程 


(T 一 MDz= y (6.1—19) 


对 于 任何 y=( 4，¥， E 上 有 唯一 解 . 事实 上 , 这 时 可 以 把 方程 (6. 1 -19) 写 成 


(a—»a, | yz 2 3 
的 形式 ,比较 坐标 可 得 
aa (6.1—20) 


由 Tim | = ! 二 0, 可 知 存在 M>0， 全 |< 所 以 有 


Zia My | yl (6.1—21) 
| ot 


即 对 每 一 yE 1， 方程 (6.1- 19) 在 ! 中 有 唯一 解 ((6.1 一 20) 式 )、，R( DD=( TAD ' 存 
在 , 有 界 ( 由 (6.1- 21) 式 ), 且 在 i 上 均 有 定义 ,由 定义 可 知 4 是 工 的 正则 值 , 即 X€ p 
DD. 
(2) 如 果 XE 1, 二 二， ,设计 二 ,这 时 齐 次 方程 
1 


(Tijz=0 (6.1- 22) 


写成 向 量 形式 是 
1 


(4 一刀 ?aa To 一 fj = = 


ub 
ntl 
作为 (6. 1 - 22) 式 的 解 zx 有 n= 二 0，…，z, 1 二 0， 志 可取 任 何 数 ，zr =0，…， 即 方程 
(6. 1 -22) 有 非 零 解 , 亦 即 NT) 汉中， 五 = 一 (TD 一 不 存在 . 则 这 样 的 4 属于 的 点 
谱 , 即 4 是 本 的 特征 值 . 

(3) 如 果 2 二 0, 方程 Tz 一 0, 即 
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(na， 到 =， = 


它 只 有 零 解 ,所 以 T 存在 , 但 T 无 界 . 因为 Y YE DCT )CL. 有 
TYy=(y ,2 


0 


取 3 =(1, 0 …, 0 3 =(0,0 0, 1, 0, …), …E DT ), 但 是 


Ty™ = (0, ,0, m0...) m= 1 2, 

1 3 1=1, 而 | T'S” | =m>oo( mr>oo), 所 以 T' 是 无 界 算 子 . 

这 时 T 的 值 域 RTD= 7 ,但 RD 取 1. 事实 上 , 向 量 

(1, 0 0 0 0), [0, 去， 0， » (0, 0%0, ms O04) on 
mn 个 

都 属于 RD ，R 刀 是 线性 集 ， 所 以 这 些 向 量 的 线性 组 合 包含 在 及 卫 内 , 从 而 R=. 
下 证 : RCD 短 1 ,车 不 然 , 设 R(T 三 1， 则 由 道 算 子 定理 知 T 是 有 界 算 子 ， 得 到 矛盾 . 
可 见 X=0 属于 了 的 连续 谱 . 

总 之 , 我 们 得 到 

oD={0, oD= |) A D=8 


6.1.2 线性 有 界 算 子 谱 的 基本 性 质 


由 以 上 例子 可 以 看 出 ,在 无 穷 维 线性 贱 范 室 间 中 , 有 界线 性 算 子 的 谱 值 不 像 有 限 维 室 
间 那 样 简单 ， 常会 出 现 各 种 复杂 的 情况 . 也 就 是 说 , 给 定 一 个 算 子 , 要 找 出 谱 的 具体 分 布 
是 很 困难 的 。 人们 经 过 深入 研究 , 关于 线性 算 子 的 正则 集 与 谱 集 , 得 到 了 一 些 定性 的 结果 . 
这 里 介绍 其 中 最 基本 的 性 质 . 
定理 6.1.1( 谱 集 的 闭 性 ) 设 XX 是 复 的 Banach 空间 ，TE 及 X 各, 则 A 了 是 开 集 ， 
芭 卫 是 闭 集 . 
证 车 KD= 名 , 则 & 刀 显然 是 开 集 ,从 而 4 卫 是 闭 集 . 
设 KD 去 加 ,对 于 固定 的 和 EAH DD 及 任意 的 XE C, 有 
T—-AM= T 一 [一 (1 一 MX) TI=(T 一 2D[I 一 (T 一 2D (1 一 四 
考察 算 子 三 (T 一 入 "(4 一 入 ), 由 和 EAD,(T 一 入 ' 是 有 界线 性 算 子 , 且 非 零 . 对 
于 满足 |4 一 | 二 1(T-A\D 1 ' 的 2, 有 
ICT—AD (aA <1 
根据 定理 4.3.4, 知 算 子 
VY= [I 一 (T 一 5%D (一 %] 
有 有 界 道 算 子 
VW=BIA- DR = AR (6.1— 23) 
由 上 (2 一 为 ) R, 1 一 1, 即 有 
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1 二 
| MA 一 思 I<TET (6.1—24) 
由 人 一 RE B(X> 各 ,可 得 对 每 一 个 满足 (6.1 一 24) 式 的 丸 算 子 工 = T 一 41 都 有 

有 界 道 算 子 . 事实 上 ， 
R=T=(TW'=VRERNX-N (6.1— 25) 


从 而 [2E 1 二 为 | 三 本 让 十 | 三 KD 所 以 pt D 是 开 集 .从 而 KD 的 余 集 dD = 


C\A 卫 是 闭 集 . U 
注 6.1.1 在 定理 6.1.1 的 证 明 中 , 结合 (6.1 - 23) 式 与 (6. 1 -25) 式 可 得 工 的 预 解 式 
Ri( 站 的 表示 式 , 即 当 满足 (6.1 一 24) 式 时 ， 有 
R= T=VR= ZWR (6.1—26) 
这 一 结果 可 以 写成 下 面 定理 . 
定理 6.1.2( 预 解 式 的 表示 ) ” 设 X 是 复 的 Banach 空间 ，TE B( X-~ NO 对 每 个 ME 
A nD, 预 解 式 R( 站 可 以 表示 成 算 子 级 数 (5. 1 - 26) 式 , 并 且 这 级 数 在 开 圆 盘 


a a 1 
(| 


中 是 绝对 收敛 的 , 这 贺 盘 是 KD 的 子 集 . U 

这 个 表示 定理 也 可 以 通过 复 分 析 得 到 . 作为 定理 6.1. 1 的 另 一 应 用 , 我 们 可 借助 它 米 
证 明 : 对 于 有 界线 性 算 子 而 言 , 它 的 谱 是 复 平面 上 的 有 界 集 . 

定理 6.1.3 设 X 是 Banach 空间 ，TE BL XX), 则 了 的 谱 x 人 D 是 紧 集 , 且 落 在 
贺 航 

14al 1 TI (6.1—27) 

之 中 , 因此 KD 不 空 . 

证 设 入 0, 根据 定理 4.3.4, 可 得 


1 1 1 ,| 工 “ 
R=(T-D =- =- 3 (6.1— 28) 


对 于 1 去 TI = 高 1T1<1, 即 M> IT1 的 一 切 :级 数 (6. 1 - 28) 式 都 收 仇 . 这 说 明 


MDDAIA> 1 TI 入 故 KD 不 空 , 由 此 知 K DC XI 上 TT1), 从 而 a DD 是 有 界 
的 ,再 由 定理 6. 1. 1 知 dD 是 闭 的 , 故 a 站 是 紧 集 . U 

由 定理 6. 1. 3 可 知 , 复 Banach 空间 上 有 界线 性 算 子 的 谱 是 有 界 集 , 且 落 在 以 原点 为 中 
心 、 以 上 了 1 为 半径 的 圆 盘 之 内 . 那么 , 包含 o 的 圆 艇 的 最 小 半径 是 什么 呢 ?这 就 引出 
如 下 的 概念 

定义 6.1.3( 谱 半径 ) 设 X 是 复 的 Banach 空间 ,TE  X> 六， 则 称 复 平 面 上 的 以 原 
点 为 中 心 , 包含 xd 刀 的 最 小 闭 圆 盘 的 半径 为 算 子 了 的 谱 半径 ， 记 为 x DD , 于 是 

AD= sup | Al 
由 定理 6.1.3 和 定义 6.1.3, 可 得 
DETI (6.1—29) 
还 可 以 进一步 证 明 如 下 的 结果 (定理 6. 1. 4). 
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定理 6. 1. 4( 盖 勒 范 德 ，H. m. rermpdana) 设 X 是 Banach 空间 ，X 了 10}, TE 


BX 各, 则 
(D a DAG 
2 KD=lim 和 工人 
证 略 (参看 文献 [1])， U 
例 6.1.5 考虑 Volterra 积分 方程 
MD 一 .Ke 9A9ds= UD teE[e (6.1—30) 


其 中 , 五 只 X= CLa, 月 ,ME C，K( 4。 9 在 矩形 Re Et 瓜 引 上 连续 , 令 
M= max,| Ktt 9 | 
在 第 五 章 , 我 们 应 用 压缩 映射 原理 讨论 过 方程 (6. 1 - 30) 解 的 存在 性 、 唯一 性 及 求解 
的 选 代 过 程 ， 在 这 里 我 们 变换 一 个 角度 , 应 用 有 界线 性 算 子 谱 理 论 来 进行 研究 ， 定 义 算 子 
T: X=X, 
Trp =| Ke SxAyds te[a 月 


j Ke Ayd 


1 Tzl = ms | TzD |= may 
(bb— DMI zl 
则 TE BX> 六 ,定义 TT: X> XX 
TAd=|] Kn SA9ds re[e 
其 中 K.( 5 定义 为 


ee | .Ken BK 9dr a< s& tb 
“(tft, 9= M4 


0 其 它 
应 用 归纳 法 可 证 
| Ke 及 于 GE 起 = (6.1-31) 
。 i 
事实 上 ， 


上 1 Rdss< Mi-o 
即 呈 1 时 ,(6.1-31) 式 成 立 . 假设 (6. 1 - 31) 式 成 立 , 则 
上 Kerte 9| as=J] 省 Kit DRKLn ydrlds 


三 | di Kn oll Ks dldr 


=] dj | Kon ll Kn 91ds 


MM Mme _ M(t o" 
SM 
即 (6. 1 一 31) 式 对 所 有 "都 成 立 ， 从 而 有 
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| KG Ayd 


1TH = ,sgp,l Tzl = syp, mas 


= ms] | Kn ld 


根据 定理 56.1.4 知 
xD=im TT<Im 人 M2 -0 


四 
因此 和 0 是 算 子 了 的 唯一 谱 点 ,和 0 是 的 正则 值 ， 积 分 方程 (6. 1 - 30) 可 以 写成 算 子 
方程 
(A— Dzr=v (6.1— 32) 


当 40 时 ,全 ==(41 一 人 D 有 有 界 逆 . 容易 验证 > 二- 收敛 且 有 
BCD = DD = 二 


所 以 方程 (6. 1 -30) 有 唯一 解 


6.2” 自 共 思 算 子 的 谱 


Hilbert 空间 中 有 界 自 共 瑟 算 子 具有 广泛 的 应 用 . 例如, 具有 对 称 楼 的 线性 积分 方程 理 
论 与 积分 算 子 的 谱 ( 特 征 值 ) 紧 密 相关 . 这 一 节 , 我 们 介绍 有 界 自 共 加 算 子 及 全 连续 自 共 辑 
算 子 谱 的 基本 性 质 . 
6.2.1 有 界 自 共 因 算 子 谱 的 性 质 


定理 6.2.1( 特 征 值 ) 设 是 复 Hilbert 空间 ，TE 及 Hr> 夯 是 自 共 二 算 子 , 则 
(1) 了 的 所 有 特征 值 都 是 实 的 ， 
《2) 对 应 于 了 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 彼此 正 交 的 . 
证 (1) 设 是 了 的 特征 值 ，z 是 相应 的 特征 向 量 , 则 zx#0， Tz=Xzw 由 于 了 是 自 共 
二 算 子 , 故 
MAr DD=(M DD=(Th DW=(z TD=(n MH)=XD DD 
因为 (xz 力 二 1 zl 关 0, 则 4 二 元 即 4 是 实数 . 
(2) 设 4，4 是 本 的 不 同 特征 值 ，z。y 是 相应 的 特征 向 量 , T= Xz,，Ty= py 由 了 自 
共 办 ， 知 4，x 都 是 实数 . 
Xz B= WD=(Tr =(n T=(n =HUnY 
由 于 乱 pw 故 (于 办 =0. U 
定理 6.2. 2( 预 解 集 ) 设 H 是 复 Hilbert 空间 ，TE BC H> 四 是 自 共 轰 算 子 ， 则 
MEKTD< 一 存在 常数 C>0, 使 Y zE H, 有 
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1 Tzl 宕 Cl zl (6.2-1) 

证 = 设 烃 AD, 即 (T-XD "在 H 上 存在 且 有 界 . 令 d= 1 7 一 A411 (显然 
d0). 由 3 三 (T-4D zx 得 于 (T-4D yw 于 是 

1zl = TaD yl < IT-—aD 11 yl = dl(T— aDzl 
取 C=1/d, 有 1 Tzl=1(T-4D zl 宇 Cl zl. 

三 ”如 果 (6.2 一 1) 式 成 立 , 则 ( 了 一 AD z=0 只 有 零 解 , 于 是 T 一 A1 可 递 . 又 由 递 算 子 
定理 知 (T- AD “有 界 . 剩 下 只 需 证 明 值 域 RT 一 4D 二 及 

易 知 R(T 一 XD 是 昌 的 线性 子 空间 如果 { yx)C RCIT 一 AD，wXrc) 则 存在 
{元}C H, 使 一 (TD 于 是 

1 yx 一 %1 = TAMD( mo 12 Cl ze zl 
由 于 | xy} 收 笋 , 知 | 3x) 是 基本 列 , 故 ! 二 ;是 H 中 基本 列 . 由 用 完 备 , 则 | 友 ) 收 化 , 设 zx 
zx€ H( mr) ,再 由 T 一 A 连续, 有 
(T—- Dzr=lim(T—- MDa=lmy%= y 
即 yE R(T 一 4D. 从 此 可 知 R(T 一 AD 是 H 的 闭 线性 子 空间 . 

最 后 , 任 取 xzE ( R(T 一 4D)”， 则 对 每 一 YE R(T 一 AD, 都 有 ( x， 二 0, 于 是 对 
ZE H, 都 有 ((T 一 4D x, 力 =0. 由 工 自 共 轰 , 知 T- AT 自 共 琶 , 则 (zz, (T 一 2D 力 == 
((T 一 Dx， 办 =0, 从 而 ( T 一 4D z=0. 再 利用 不 等 式 0= 上 (7T 一 AD zl 三 Cl xl , 可 得 
=0, 即 (R T 一 4D) = 0}, 这 就 证 明了 R(T 一 4D= HH 以 

注 6.2.1 定理 6.2.2 的 等 价 命题 是 :是 有 界 自 共 邢 算 子 了 的 谱 点 < 一 对 任何 实数 
列 C.0，C 一 0( rcc=), 存在 .EE H, 使 得 


IT—-ADal <Cl xl n= 1,2,3,." (6.2—2) 

或 ME 《也 < 一 存在 me 及 1 wl =1, 使 
liml(T— Dil =0 (6.2—3) 
定理 6.2.3( 谱 集 ) 设 及 是 复 Hilbert 空间 ，TE 及 Hr> 外 是 自 共 罗 算 子 , 则 谱 集 


qd 也 是 实数 集 . 
证 设 )= 叶 放 蓄 0)， zx€ H, y=(T-ADxz 则 
(3 DB=(Tzr, D— MnD 
(zx WB=0H DT=(Tr D—NnD (Tr DER 


于 是 
(xz WB—(% D=(I— Dn DD=—2A) zl 
21pl | zl’ =| (x »—(y | 
I(n I+tI(y DI 
2 zll yl 
即 1 yl 三 1(T 一 4D zl 宇 1M 1 zl ,根据 定理 6.2.2 知 是 正则 点 . U 


定理 6.2.4( 谱 点 范围 ) 设 T， HH 是 复 Hilbert 空间 中 的 有 界 自 共 叔 线性 算 子 , 则 
d DCLm Mj, 其 中 
m= inf (Tr, D, M= sup,( Tr, D (6.2—4) 
这 里 m，M 分 别称 为 了 的 下 界 和 上 界 . 
169 


证 由 定理 6.2.3, 有 4 DCR', 现在 只 需 证 明 : 任何 实数 4= M+ G 或 4=m- O 〇 都 
是 工 的 正则 值 (这 里 C>0). 
对 任何 zz0 和 天 1 zl zx 则 二 1 zl uw 于 是 


(Tr D= zl (Te De zl svp (To, = MIzl 
由 此 有 一 (Tz, 力 宇 一 MI zl .由 Schwarz 不 等 式 , 有 
1 Tzl 1 zl S(Tr D=—(Tr, D+AzD 
>— MI zl 十 zl 二 Cl zl 
这 里 C= )i 一 M>0, 注意 态 0, 则 1 Tzl 宇 Cl zl. 应 用 定理 6.2.2 知 ME AT). 当 
2 二 mr 0 时 可 类 似 证 明 . U 


定理 6.2.5 设 H 是 复 Hilbert 空间 ，TE 以 HT> 怒 是 自 共 罗 算 子 ，m，M 分 别 是 工 
的 下 界 和 上 界 , 则 有 


1 TI = max | ml, | MI) (6.2—5) 
证 令 K=max | mm, | Ml), 由 于 
IM|=| sup( Tr D |< ,sup | (Tx D | 
< sp Trl lzl < ,sve THE zl = 1 TI 


当 m0 时 ,显然 有 
lml= mS M=| MI< 1 TI 

当 mr<0 时， 

| ml =— m=— ipf (Tx, D = syp,[— (Tx, D1 

< ,sup | (Tr DESHITI 
若 有 1ml 志 上 TI. 总 之 有 KTI. 下 证 K> 1 TI . 
对 任何 之 0，xE H, 根据 全 的 对 称 性 可 直接 验证 如 下 等 式 : 
1 Trl’ = (Tr, TD 
1 1 1 1 1 
= ll 村 + 二， 他 + 坟 ITz| 一 | 基 居 一 9， 和 一 支 Tz|] 

再 由 的 定义 有 

1 Trl 志 寺 KL 1 和 + 寺 Txl 二 427 一 六 Tzl | 


= 二 Kx 1 zl + 六 1 Trl | 


对 任何 0 及 Tt0, 令 二 | 上 5 生 | ， 则 得 


:< luHLTrl :Lzl 4 
1 Trl < + 六 1 |] 


= KI Trl | zl 
故 有 
1 Tzl < KI zl 
于 是 1 TI 二 K, 从 而 1 TI 二 KK U 
定理 6.2.6 设 TE 太太 ~ 用 是 自 共 琵 算 子 , 则 mm ME a 站. 
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证 先 设 m 宇 0, 下 证 ME a( T) (对 m 证 法 相同 ). 根据 定理 6. 2. 5，1 TI = 
max(| ml ,| MMI) 二 max( m， MD 二 M 由 定义 知 存在 | xz) CH, | 五 1 三 1，(Tz，z 厂 ) 一 
M5, 0， & 了 0( wm” )， 如 果 能 够 证 明 lim | Tx. 一 Mz 1 三 0. 根据 注 6.2.1 的 
(6.2 一 3) 式 可 知 ME d DD. 事实 上 

1 Te, 一 Mr 


Tx,— Mr Tz,— Mr,) 
Tal + MI zal’ —2M Tr., x) 
M—2MM-e)=2M. 0 n> 
由 此 即 得 ME x 也 ， 同 理 可 证 mE a 站. 

车 mr<0, 可 取 一 适当 实数 把 0, 使 mt 0, 当 了 是 自 共 到 算 子 时 ，T+ AT 也 是 自 共 
堪 算 子 , 则 有 


M= suP Tr, D> M+ k= sup,(( T+ kDr,D 
并 且 ，ME 4d D> M+ kE d TH kD. 这 就 证 明了 对 一 般 情况 结论 成 立 . U 
定理 6.2.7 设 TE 有 Hr> 且 自 共 瑟 , 则 a( 人 D=2。 
证 设 a(D 取 名 , 任 取 XE at 了 TD, 则 五 '=(T 一 AD ' 存 在 , 但 R(T) 不 在 有 中 再 
密 , 即 尺 碟 ) 关 有 H 由 正 交 分 解 定理 知 , 存在 3 源 0，y| R( 开 ), 所 以 有 
(Tz =0 vreEH 
由 定理 6.2.3 知 了 D 是 实数 集 . 即 4 是 实数 , 则 工 是 自 共 思 算 子 , 所 以 得 
(zx, TW=(Tr, =0 vzrEH 
则 有 五 y=(T 一 4D y=0, 即 4 是 全 的 特征 值 , 矛盾 . U 
以 上 两 定理 说 明 有 界 自 共 思 算 子 的 谱 集 不 空 , 但 不 含 剩余 谱 . 


6.2.2 全 连续 自 共 思 线性 算 子 的 特征 展开 


在 第 五 章 5. 2 节 我 们 曾 给 出 全 连续 算 子 的 定义 (定义 5. 2. 5). 在 那里 , 算 子 指 非 线性 
算 子 ,本 节 讨论 全 连续 自 共 瑟 线性 算 子 的 特征 展开 . 我们 先 给 出 全 连续 线性 算 子 的 定义 . 

定义 6.2.1( 全 连续 线性 算 子 ) 设 X,Y 是 同一 数 域 A 上 的 线性 赋 范 空间 ，TE 
(X> ,如 果 T 将 X 中 的 任何 有 界 集 映 成 了 中 的 列 紧 集 , 则 称 了 为 全 连续 线性 算 子 ， 简 
称 全 连续 算 子 . 

由 全 连续 算 子 定义 ,容易 证 得 如 下 性 质 (读者 自己 证 明 ): 

(1) 全 连续 线性 算 子 必 是 线性 有 界 (连续 ) 算 子 ， 

《2) 有限 维 空间 至 有 限 维 空间 的 线性 算 子 是 全 连续 算 子 ; 

《3) 值 域 R(TDDCY 为 有 限 维 子 空间 的 线性 有 界 算 子 是 全 连续 算 子 ; 

《4) 两 个 全 连续 线性 算 子 之 和 , 数 与 全 连续 算 子 之 积 , 全 连续 线性 算 子 与 线性 有 界 算 
子 之 积 ( X= 让 是 全 连续 线性 算 子 ; 

(5) 当 Y 是 Banach 空间 时 ,XX 到 了 的 全 连续 线性 算 子 全 体 构成 Banach 空间 . 

例 6.2.1( 全 连续 积分 算 子 ) 设 K( ss 0 是 正方 形 生 s 乓 5 上 的 连续 函数 , 则 算 子 工 

TA9=| Ks DAD dt (6.2—6) 


是 (La, 症 到 ([ a, 冲 的 全 连续 算 子 . 
证 人 显然 是 线性 算 子 . 设 B 是 CL w 铝 中 的 有 界 集 . 要 证 了 是 全 连续 算 子 ,只 需 证 
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明 ! Tz 3| xzE 为 一 致 有 界 且 等 度 连续 . 
任 取 zxE B, 有 1 zl 近 M( 由 B 有 界 ), 于 是 


1 Tzl = max|| K(s DADdt 


< max| | KCs BI AD | di KMo- oo 
其 中 二 max,| Ks D1, 砚 TxA 391 xE 己 一 致 有 界 . 


由 于 K( ss 0 在 矩形 生 s， 夺 5b 上 连续 , 故 Y 0， 3 他 0, 当 | 4 一 :| 二 人 时, 对 一 切 
tE[a, 可 , 有 | K(s, D— Ks, DdMo ,从 而 


， ， 
| TA)— TAs)|= | KRC， DAD dt 一 | KOCss OAD dt 
S| I Ks.D— Ks.dll Adldt 


<1l zl] | KC(s. DD— Ks Dl dt 


三 zl 


即 Tx 9| xE 及 等 度 连续 . 

定理 6.2.8 设 X 是 线性 赋 范 空间 ，X 是 Banach 空间 ，TE BC XXX) (三 1, 2， 
3,，'…) 全 连续 ,{ T.) 依 范 数 收敛 于 T, 则 全 是 全 连续 算 子 . 

证 根据 定理 4.3.3 知 TE B(X 一 义 ). 下 证 了 是 全 连续 算 子 . 设 M 是 Xi 中 的 有 界 
集 , 则 对 每 个 固定 的 nT.( MD 是 号 中 的 列 紧 集 . 由 1 工 一 了 1 一 0, 故 对 任意 0, 存在 
,使 对 一 切 xE M, 1T 一 Tzl 二 es 即 T, (MD 是 Tt MD 的 列 紧 = 网 . 因 X 完备 , 则 
人 AD) 列 紧 , 所 以 了 全 连续 . U 

定理 6.2.9 设 入 ,XX 是 线性 赋 范 空间 ，T 是 Xi 到 总 的 全 连续 线性 算 子 , 则 
RDCX 可 分 . 

证 对 每 一 加 记 成 0, 及 ={ zx€E 名 | zl 二 由, 令 M=TBOO, 访 , 则 M, 列 紧 , 从 


而 M, 可 分 , 即 M, 有 可 列 的 稠密 子 集 G.={ 2”，2”,，……，D”，"…) ,再 由 TXCU TB 


: 
Mo a).d< 


(0, 用 三 UM, 可知 TX 有 可 列 稠密 子 集 以 
定理 6.2.10 设 有 H 是 复 Hilbert 空间 ,，T: 
任何 非 零 谱 点 必 是 了 的 特征 值 . 
证 设 AEdk 也 , 奈 0, 则 由 注 6.2.1 中 的 (6.2-3) 式 知 , 存 存 zjC H, 满足 
lal=1, | Tzr 一 和 zl 一 0 Nn oe 
由 全 全 连续 , { } 有 界 , 则 存在 | zx, )C 元}, 使 Tz, 一， 从 而 Mzs 一 ( 显 见 了 0)， 


%， 因此 TX 可 分 . U 
Hr> 万 是 全 连续 自 共 瑟 线性 算 子 , 则 了 的 


1 
也 一 二 
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由 极限 的 唯一 性 可 得 友 Tyw 一 >， 即 Ty 三 Xy，, 所 以 4 是 本 的 特征 值 . U 


推论 6.2.1( 特 征 值 的 存在 性 ) 设 万 是 复 Hilbert 空间 ，T，H-> HT 尖 0) 全 连续 自 
共 辐 , 则 m，M 中 绝对 值 大 的 必 是 了 的 特征 值 ，T 没 有 绝对 值 更 大 的 特征 值 . 

证 根据 定理 6. 2.6 可 知 ，m，M 都 是 了 的 谱 点 , 由 于 0== 1 TI 二 max(| ml ,| MI)， 
因而 mM 中 绝对 值 大 的 必 是 全 的 非 零 谱 点 , 由 定理 6. 2. 10 知 , 它 是 本 的 特征 值 ， 当 
上 二 1 TI 时 , 则 ME A DD, 故 没有 绝对 值 更 大 的 特征 值 . U 

引 理 6.2.1 Hilbert 空间 HH 上 的 全 连续 自 共 辐 算 子 的 点 谱 ( 特 征 值 ) 是 可 列 (或 有 限 ) 
集 , 至 多 有 一 个 极限 点 0. 

证 设 了 是 万 -~~ 甩 的 全 连续 自 共 轰 算 子 , Y o>0., 下 证 : 在 0 的: 邻 域 (一 6， 9 之 外 ， 
工 的 特征 值 只 有 有 限 多 个 . 不 然 , 设 T 有 一 列 特征 值 | A} ， 产 1, 2, 3, …， | 人 | 三 s 对 应 
每 个 特征 值 X, 有 标准 特征 向 量 z,，| zl =1, 则 当 mm mn 时， 

[i 
这 与 了 全 连续 相 矛 盾 . U 

注 6.2.2 当 万 是 有 限 维 室 间 、T 了 自 共 辑 (了 对 应 Hermite 和 矩阵) 时 ,0 可 能 是 T 的 特 
征 值 或 正则 值 ， 当 太 是 无 限 维 空间 、 丁 是 全 连续 自 共 堪 算 子 时 , 0 点 不 属于 了 的 正则 集 . 
事实 上 , 如 果 0E A DD, 那么 T 便 是 H 上 的 线性 有 界 算 子 .由 全 连续 算 子 的 性 质 (3) 知 ， 
[三 T 全 是 全 连续 算 子 ,这样 昌 中 的 单位 球 是 致密 集 , 这 与 第 三 章 定理 3. 2. 5 的 结论 相 
了 矛盾. 这样 0 可 能 是 了 的 特征 值 , 也 可 能 属于 T 的 连续 谱 , 0 不 会 属于 剩余 谱 (定理 6. 2. 
7). 


引 理 6.2.2 Hilbert 空间 甩 上 的 全 连续 自 共 生 算 子 了 的 任何 非 零 特征 值 对 应 的 特征 
子 空间 是 有 限 维 的 . 

证 设 烽 0 是 了 的 特征 值 , 如 果 对 应 的 特征 子 空间 是 无 限 维 的 , 则 存在 本 的 标准 
正 交 特 征 向 量 系 | 贡 ，z,，…， 五 , …} ,都 对 应 于 同一 个 入 注意 1 二 1 =1, 但 mr 时， 
有 

I Tro— Trl’ =| Aro— hr | = 24 

这 样 | Tz) 中 不 含有 收敛 子 列 , 这 与 T 全 连续 相 矛 盾 , 所 以 A 对 应 的 特征 子 空 间 是 有 
限 的 . U 

根据 引 理 6.2.1 及 引 理 6.2.2 知 ，Hilbert 空间 H 上 的 全 连续 自 共 二 算 子 的 特征 值 至 
多 有 可 列 个 , 且 与 每 个 特征 值 对 应 的 标准 特征 向 量 只 有 有 限 个 . 因此 , 对 于 全 连续 的 自 共 
思 算 子 , 我 们 将 其 非 堆 特征 值 按 绝对 值 大 小 排 成 一 列 ， 如 果 特 征 值 :对 应 上 个 标准 正 交 的 
特征 向 量 , 可 把 4 重复 排列 次 , 得 到 

PE TE 
若 有 无 限 多 个 , 则 必 有 和 .一 0。 它们 对 应 的 所 有 征 向 量 
Be oe 

(Tz 二 入 式 ) 构 成 万 的 标准 正 交 系 . 

定义 6.2.2( 不 变 子 空间 ) 设 是 线性 赋 范 空间 ，M 二 X 是 子 空间 ，TE ( X> 各, 如 
果 对 任何 zE M, 总 有 TzE M, 称 M 是 算 子 了 的 不 变 子 空间 . 

引 理 6.2.3 设 H 是 Hilbert 室 间 ， 了 是 H 上 的 自 共 二 算 子 ， #， za, …， 五 是 了 的 
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一 组 特征 向 量 , 则 由 w，z，…， 云 张 成 的 子 空间 
= span a4, Hr, Zo) 
及 M 的 正 交 补 M 都 是 了 的 不 变 子 空间 . 
证 显然 M 是 了 的 不 变 子 室 间 . 只 需 证 M 是 的 不 变 子 空间 ， 即 对 任何 YE M ， 


证 TyE M . 对 于 任何 z= 2 ez E M 有 
CTy, a=(Ty > aaj=(wT2ian] 


=|» 2 aTn)= | yw Pann)=0 


Ea 
即 TyLM 故 TyEM . U 

定理 6.2.11( 特 征 展开 ) 设 肛 是 Hilbert 空间 ，T: 请 ~ 刀 是 全 连续 自 共 生 算 子 
(IT 尖 的 , 则 有 有 限 个 或 可 列 个 非 零 特征 伪 .)( 依 正 交 特征 向 量 空间 的 维 数 重复 ), 以 及 
对 应 的 标准 正 交 特 征 向 量 | 二 , 满足 : 

(1) 1%1 之 | 办 1 之 | { 五 ;是 刀 的 标准 正 交 系 ; 

《2) 池 入 } 可 列 时 , 则 有 和 0 

(3) 对 任何 zxE HH, 有 

Tr= pa Tr, 2) z= pa zt Tr) 


= Nn Dn (6.2—7) 
Ea 
(4) 如果 记 M=span zj}， 光 0,. 1, 2, …， 忆 表示 H> M 的 投影 算 子 , 即 Y xE H， 
Pr=(n mx (6.2—8) 
则 算 子 在 强 收 全 意义 下 可 表示 成 
T= >aP, (6.2—9) 
各 


(6.2-7)、(6.2- 9) 式 中 的 >， 可 以 表示 有 限 和 (| } 有 限 ) 或 无 限 和 ({ X) 可 列 ). 


证 根据 推论 6.2.1, 可 取 mM 中 绝对 值 较 大 者 作为 为 , 取 相 应 的 单位 特征 元 为 五 , 

1 1 = 二 1. 由 引 理 6.2.3 知 Hi={ a 及 ) 是 人 的 不 变 子 空间 ，HiCH, 将 T 视 为 HH 中 
的 算 子 ， 它 仍 为 全 连续 自 共 瑟 算 子 , 可 取 

m= inf (Tr DD, M= gyp (CTr, 沁 
中 绝对 值 较 大 者 作为 入 (显然 | 为 | 三 | 和 1), 并 取 相 应 的 单位 特征 元 为 五 ，1 #1 二 1. 显然 
有 | ,再 由 引 理 56.2.3 知 此 ={ a wn 十 a w) 是 T 的 不 变 子 空间 ， 夺 以 ,将 T 视 
为 H; 中 的 算 子 , 它 仍 为 全 连续 自 共 胃 算 子 , 可 取 

m= ,inf (Tr D, M= gp (Tr D 


中 绝对 值 较 大 者 作为 (1 为 | 宇 1%| 写 | 入 1), 并 取 相 应 的 单位 特征 元 为 a,， | #1 三 1， 

五 上 百丽 二 五 … 以 上 作法 或 可 以 无 限 进行 下 去 , 或 至 某 一 步 时 ，T 成 为 H, 上 的 零 算 

子 . 总 之 可 得 有 限 个 或 可 列 个 非 零 特征 值 ( X} 及 相应 的 特征 元 | zj 下 证 | 2)、{ z) 满足 
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(1), 02) 3、 73) 
(1) 出 加 及 ( 却 ) 的 取 法 便 知 . 
(2) 应 用 引 理 6. 2. 1 可 得 . 
(3) 对 任何 zxE H, 因为 


[ays m)zy 5=0 j=1,2 mn 
Ea 


所 以 , z 一 2.(z 5) nw H。 又 因 
| 


1 pe manl’=| zl 2 | (xz, 1) | + Dy | (Cx oa) | 
= x 一 I(mn Dl elzl’ 
所 以 
191 pe anjal Tnl pe zx) zl 
入 | 入 | 1 zl 一 0( 或 等 于 0) 
即 
Tz— TAs 2 五 一 0( 或 等 于 0) 
因此 
Tr= Tn DH= Ds os) Tr 
= Bhs Dn 
另外 ， 


PT DH= Fn Tn= Fn zi) 
所 所 名 


= Mz DD) 
a 
即 (6. 2 -7) 式 成 立 . 
(4) 注意 到 已 一 (mr xz)m, 则 Tzr= > Nm = > Pir, 即 T= > P( 在 
名 各 Ea 


强 收 伊 意义 下 ) . U 

定理 6.2.11 的 结论 告诉 我 们 全 连续 自 共 琶 算 子 了 的 非 零 特征 值 相应 的 特征 元 | 到) 
(1 五 1 三 DD 构成 有 H 的 标准 正 交 系 . 这 个 正 交 系 未 必 是 完全 系 . 例如， 当 甩 不 可 分 且 4 二 0 
是 特征 值 时 , 它 就 不 是 完全 正 交 系 . 那么 , 在 昌 与 了 满足 什么 条 件 时 , 可 使 了 的 全 部 特征 
元 构成 及 的 完全 标准 正 交 系 ?关于 这 一 问题 有 以 下 充分 条 件 , 可 写成 下 述 定理 . 

定理 6.2.12 设 了 是 可 分 的 Hilbert 空间 万 上 的 全 连续 自 共 邢 算 子 , 则 T 的 全 体 单 
位 特征 元 构成 互 的 完全 标准 正 交 系 . 

证 设 元 ) 是 相应 于 和 (24. 去 0) 的 单位 特征 元 , 由 天 x) 是 有 的 标准 正 交 系 , 故 Y 二 
HH, 级 数 Sx 如 ) 五 政 化 , 令 


Pn)a=u 
Ea 
则 有 
Tae= Ton Dn)= Yn DTn= DMD a 
名 名 Ea 
另 一 方面 , 由 定理 6. 2. 11 有 
Tr= Sn 面 ) 奋 
于 是 T= Tw 即 TH 汪 避 =0, 令 b= 汪 w 则 
T= uth= Ds Wath Th=0 
著 /0, 则 由 定理 3.4.6 知 zx} 是 刀 的 完全 标准 正 交 系 . 
著 李 0, 则 hE N 了. 由 于 万 可 分 , 则 零 空 间 N 是 可 分 的 Hilbert 空间 , 根据 定 
理 3.4.8 知 N( 站 存在 完全 标准 正 交 么 x%), 使 
h= > (Ch 区 中 
名 
其 中 ，J 为 至 多 可 列 指标 集 . 注意 到 Ty 二 0 y», 故 % 是 相应 于 特征 值 0 的 特征 元 .相应 于 
特征 值 0 的 特征 向 量 空间 可 能 是 有 限 维 的 , 也 可 能 是 无 穷 维 的 . 显然 3 上 二, (h ») 二 
(zx 区， 从 而 有 


工 一 Ss 西 ) 五 十 Sh Dy 

= P(r 可 本 + yn 二 入 
再 由 定理 3.4.6 知 zy», iE Lje 办 是 所 的 党 全 标准 正 交 系 . U 
6.2.3 具有 对 称 核 的 积分 方程 


最 后 , 让 我 们 考察 谱 论 在 积分 方程 理论 中 的 应 用 . 
设 K(s 站 在 矩形 R={ (5 DI 和 b (有 上 有 定义 , 且 K(s DEL(R( 即 
Kt sD 在 R 上 平方 可 积 )，K( ss D= Ke 9, 定义 


To(9 =] Ks DADdt dDE LLa 


称 了 为 具有 平方 可 积 对 称 核 的 积分 算 子 , 则 TT 是 自 共 思 算 子 , 还 可 以 证 明 工 是 全 连续 算 
也 
设 se(D} 是 [a 司 的 完全 标准 正 交 系 , 则 “( 3 eo 5) 显然 是 上 (已 的 标准 正 交 系 . 
设 Rs DEL(R, 使 对 一 切 mm 
.A ms De(lyel) dsdt=0 
固定 mm 有 
J on sDely ds dt=0 
由 { er( 四) 的 完全 性 ， 知 | A 5» De(D ds= 0(a e 于 [a, 促 ), 再 由 ea( 39) 的 完全 性 , 可 知 
天 5s D=0(ae 于 [ww 可 ). 这 就 证 明了 { e(D @( 台 ) 是 己 (R 中 的 完全 标准 正 交 系 . 把 
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Kt sD 按 | e(De(9) 展 开 为 Fourier 级 数 , 有 
Ks = Dawe Del 
记 
Kn(s d= > Yael Dely 
由 于 Ka( s 9 为 核 生成 的 积分 算 子 四 
Try =] Kacs DAD dt 


= [Si De(9]AD dt 


= 2 Dz awe( DAD dd ex 上 
算 子 Tv 的 值 域 在 由 ao(9，a( 9, …，a( 3 张 成 的 子 空间 内 ,而 有 限 维 空间 内 的 有 界 集 必 
是 列 紧 集 因此 Tv 是 全 连续 算 子 。 再 由 
Li Dy Kos p— Kats Dl dsdd] 0 pq” 


根据 定理 6.2.8 知 了 是 全 连续 算 子 . 
定理 6.2.13 若 具有 平方 可 积 对 称 核 的 积分 算 子 工 的 所 有 特征 值 ,都 不 等 于 1, 则 
积分 方程 


HO9= RYt| Kos DAD dt (6.2—10) 
有 唯一 解 
(ff, 1) 
= z (6.2-11) 
bie 


其 中 友 是 对 应 于 ,的 单位 特征 元 (入 可 以 等 于 零 ). 
证 把 方程 (6. 2 -10) 写 成 
?= /+ Tp (6.2—12) 
对 方程 (6. 2 一 12) 两 边 用 去 作 内 积 , 得 到 
(ph 而 一 (天 D+(Tp, = D+(p Tn) 
一 (大 +AMP 7) 
这 里 入 是 实数 . 由 和 1, 有 
(天 #) 
1—% 
这 样 , 自然 想到 和 欲求 函数 多 可 以 用 它 关于 | 厂 ) 的 Fourier 级 数 来 表达 . 


六 六 三 a (6.2—13) 


(9 mn) = 


下 面 来 验证 ?满足 方程 (6. 2 -12). 首先 , 因为 JE [a, 如 2 1(f | 二 0, 由 
于 了 是 全 连续 自 共 琵 算 子 ，T 的 特征 值 集 没 有 非 零 的 极限 点 , 故 infl1 一 | 二 0, 因而 存在 
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常数 C>0, 使 得 JT 二 x 三 C 于 是 


| 1) 
1% 


这 就 是 说 级 数 (6. 2 -13) 式 在 [a, 可 中 收敛， 再 由 定理 6.2.12 知 | 友 ) 完 全 , 故 有 
_ vif n) i 
Tr= 定 4 


中 志和 


= Dnt /te (6.2—14) 
即 得 呈 = f+ Te 

最 后 证 明 解 的 唯一 性 , 若 方程 (6.2 - 12) 有 另 一 解 只, 则 必 有 (只 ，z) = 竺 之 . 故 
有 (如 ) 二 (pz)， 由 于 [as 司 可 分 ,1 zi) 完全, 则 可 得 二 名 U 


注 6.2.3 应 用 (6.2- 11) 式 求解 方程 (6. 2 - 10) 十 分 不 便 ， 原因 在 于 求 出 积分 算 子 的 
全 部 特征 元 很 困难 (尤其 零 特征 值 对 应 的 特征 元 ). 为 了 简化 计算 , 可 考察 (6.2 -14) 式 中 


的 和 式 >， Ee = >) 等 于 (有 边 和 式 中 太夫 0) ,因此 方程 (6. 2 - 10) 的 解 


可 以 写成 


p= F+ > 学 人 0 (6.2-15) 
全 1 一 


定理 6.2.14 对 具有 对 称 核 的 积分 方程 (5. 2 -10), 如 果 T 的 特征 伪 入 } 中 有 些 等 于 
1, 记 这 些 等 于 1 的 特征 值 六 入 )}( 只 有 有 限 个 ), 对 应 的 特征 向 量 为 w. 这 时 如 果 对 某 个 
五 (大 五 ) 产 0, 则 方程 (6. 2 - 10) 无 解 如 果 对 于 每 一 个 五 , ( 乒 五 ) 二 0， 则 方程 
(6.2 一 10) 有 解 


9 也 FE 
证 若 对 某 w, (fw) 取 0, 则 方程 (6.2 - 10) 不 可 能 有 解 。 如 若 不 然 , 方程 (6. 2 - 
10) 有 解 K 9 则 
(pp m= +tAp m= 2)+(p mn) 
从 而 (大 五 ) 一 0， 这 与 条 件 相 矛 盾 . 
如 果 对 人 一 1 的 特征 元 aa, 都 有 ( fn) 二 0, 令 2- 8 十 多 , 其 


= #1 


T+ 25n (6.2—16) 


1—% 
多 一 Zn 一 1 
其 中 5 是 任意 常数 .由 条 件 ( f。) 三 0, 与 定理 6. 2. 13 同样 的 证 明 方法 可 证 8 满足 方程 
Tr =#¢-1 
而 对 多 ,都 有 
Ty = 26ETa= 之 和 = 多 
所 以 


Ty= T8+1TY=Y 一 多 = 9 一 了 


9= f+ Tr U 
习 题 六 


1. 求 线性 赋 范 空间 多 上 恒 等 算 子 了 的 特征 值 特征 空间 及 dD 和 及 (了 . 
2. 说 五 } 是 可 分 Hilbert 空间 万 的 完全 标准 正 交 系 , 且 T; Hr> H, 由 
Tn> mn k=1,2,3, 

定义 并 线性 与 连续 地 扩充 到 整个 刀 的 算 子 ， 求 其 不 变 子 空间 ,并 证 明 了 无 特征 值 . 

3. 设 了 是 线性 冉 范 空间 关上 的 线性 算 子 ,4 是 T" 的 特征 值 , 证 明 : 和 的 于 次 方 根 产 中 
至 少 有 一 个 是 算 子 了 的 特征 值 . 

4. 设 X= 00,1], 在 X 中 定义 乘法 算 子 T: 

(THD(D= tA(0 

求 dD. 

5. 设 X= C050, 1], 定义 算 子 五 XXX 为 Tz= yz 其 中 YE ([0, 1] 固 定 , 求 dD. 

6. 求 一 个 线性 算 子 T XX>X, 其 中 X= 00,1], 使 4 人 =[ a 问 . 

7. 设 = 是 Banach 空间 X 中 的 国定 元 素 ，JE X ,由 T=f 力 < 定义 六 到 处 的 线性 
算 子 T, 试 证 了 是 全 连续 算 子 . 

8. 设 T: 了 一 站 定义 为 


证 明 了 是 全 连续 算 子 ， 且 o( ={ 0). 
9. 设 
Tp=] "gD dt 
求 本 的 特征 值 和 特征 函数 . 


10. 设 K(s Dcos( st DD, 0 三 ss (Ex, 求 积分 算 子 的 特征 值 和 特征 函数 . 
11. 求解 积分 方程 : 


AH9= 2] "cos st DAD dttl 
12. 求解 积分 方程 : 
Hy9= 引 ， 9( 有 dt 十 35 一 2 


至 :由 一 


第 七 章 ” 抽 象 空间 的 微 积分 


在 前 面 几 章 所 研究 的 问题 中 ,主要 涉及 到 线性 泛 函 与 线性 算 子 . 然而 , 在 自然 科学 和 
工科 技术 中 提出 的 问题 ,往往 涉及 非 线 性 泛 函 与 非 线性 算 子 因此 , 需要 对 抽象 空间 中 的 
非 线性 泛 函 及 非 线 性 算 子 进行 研究 , 这 一 章 我 们 不 深入 地 研究 非 线性 算 子 , 只 是 类 比 微 积 
分 的 概念 与 方法 ,介绍 抽象 函数 的 微 积分 、 非 线性 算 子 的 导 算 子 、 高 阶 导 算 子 、Taylor 公 
式 、 隐 函数 定理 及 泛 函 的 极 值 问 题 , 为 今后 研究 “ 非 线 性 "问题 提供 必要 的 基础 理论 和 
方法 . 


7.1 抽象 函数 的 微 积分 


设 X 是 实 Banach 空间 , 算 子 zx: [ a, 名 一 X 称 为 [ a, 颁 上 的 抽象 函数 . 
例 7.1.1 站 [0, 2x]>R* ,定义 为 : 儿 四 二 (cost, sinD 1tE[0, 2rj, 则 x 为 [0, 2z] 


上 的 抽象 函数 . 
例 7.1.2 设 
dx 
= 
“其 直 ) 一 区 
其 中 吐 (a ， 艺 )，f; JXR 一 有 R 连续 , 且 满 足 Lipschitz 条 件 ，J==[ 一 h，# 十 


个. 再 设 := Kt %) 是 上 述 初 值 问题 的 唯一 解 , 则 XD 三 Yt) 是 [8 一 加 4 十 各 一 R” 
(站 的 抽象 函数 . 
定义 7.1.1( 导 数 ) (1) 设 xD 是 [ww 瘦 上 的 抽象 函数 ,4 EL[ a, 是 , 若 存在 sE XX， 
满足 
im! + l=0 (07.1-D 


称 xD 在 4 点 可 微 ，z 叫做 x 在 点 的 导数 , 记 为 z( 48). 由 (7.1-1) 式 显然 有 
A - 。 Cl 


At 
(2) 车 x 5 在 [La, 症 上 每 一 点 都 可 微 (a 点 右 可 微 , 5 点 左 可 微 ), 则 称 x 办 在 [ a, 如 上 
可 微 . 
显然 ， 式 六 的 导数 (六 仍 是 [ a, 症 上 的 抽象 函数 . 
定理 7.1.1 (1) 车 抽象 函数 x 在 [ a, 站 上 连续 , 则 x 在 [ ,月 上 一 致 连续 . 
(2) 车 x 5 在 4 点 可 微 , 则 xD 在 4 点 连续 . 
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证 明 略 . U 
下 面 讨论 抽象 函数 的 积分 , 它 是 微 积分 中 Riemann 积分 在 抽象 空间 中 的 推广 
定义 7.1.2(Riemann 积分 ) 设 x 是 [ a, 闸 上 的 抽象 冰 数 . 
《1) 对 区 间 [ a, 问 作 任 意 分 割 了 
Te= 二 1 一 一 有 二 8 一 < 一 
《2) 作 乘积 : Y 5E Tt， 问 
AD)At At= ff 


《3) 作 和 式 
一 PE 
(4) 车 当 人 也 一 maxAt0 时 ，c 在 X 中 趋 于 某 一 IE X, 且 该 极限 与 分 割 了 及 的 
选取 无 关 , 则 称 抽象 函数 x 在 [ w 名 上 Riemann 可 积 , 称 元 素 1 为 x(D 在 [ ww 如 上 的 Ri- 


emann 积分 ， 记 为 | x2 dt 即 


避 
| HD di= lim 2 ADAL (7.1-3) 


与 微 积分 的 结论 类 似 , 我 们 有 

定理 7.1.2 设 x 是 [a, 要 上 的 抽象 秃 数 , 那么 ， 

(1) 车 抽象 函数 民 D 在 [ww 名 上 连续 , 则 工 D 在 [ww 可 上 可 积 ， 

(2) 著 na(D，a(D，x( 加 均 在 [ a, 站 上 连续 ，a、p 为 实数 ，fE XX ， 则 有 : 


外 | [and+pad] dt= gd a dttH a dt (7.1-4) 

四 川 .no ddl <] ladl dr (7.1-5) 
, . 

图 4 aD dl=| fAD) dt (7.1-6) 


证 (1) 与 微 积分 中 可 积 性 定理 的 证 明 类 似 , 略 去 证 明 . 
(2) 仅 证 外. Y JEX ， 


A AD d= A x 5) Ad 


。 , 
i DRA At=)| FAD) dt 时 


定理 7.1.3 设 区 0 是 [ea， 名 上 的 抽象 函数 . 
(1) 车 z(D 在 [ a, 由 上 连续 , 则 N 一 L 公式 成 立即 


， 
jp d= AD— A (7.1-7) 

(2) 车 x 5 在 [a, 可 上 连续 , 在 (a, 仿 内 可 微 , 则 存在 下 (a, 及 , 满足 
1 AD— A Eb oN rl (7.1-8) 


(3) 车 x VD 在 [a, 如 上 连续 , 令 XD = | .x D dt 《1tEL a 可 )， 则 抽象 丽 数 YX 2 在 


[Le 名 上 可 微 , 并 且 
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Y(D=xD tcE[a 司 (7.1-9) 
证 (1) Y EX , 作 函 数 &D= 天 区 0D)， 则 
=m ATAD)— RAD) 
| Ey 


= flim< 人 HD— AO) rr 
= lm 让 )= 天 CD) 


由 于 z 0 连续 , 故 有 区 ( 9 ) 也 连续 由 N-L 公 式 , 有 
j」 ep di= AD— aAD 
或 
| ztoy dt= fAD)— RA OD) 
故 


川 .rod 王 (xxo)]=o (7.1-10) 


如 果 | r(a dt 关 A 一 XO, 由 Hahn 一 Banach 定理 ,可 取 hEX ，|1 五 1 =1, 有 


和 
x dAD— Ao)]= 1] zd di—(AD— (0) FO 


(7.1-11) 


由 (7.1-10)、(7. 1 -11) 式 可 得 出 矛盾 ， 故 有 上 | x Dd dt 一 区 万 一 开园. 

《2) 如 果 区 及 一 区 四 =0 时 ,7.1 一 8) 式 显然 成 立 ， 否则 由 Hahn - Banach 定理 , 取 
EX ，1 而 上 =1, 满足 hxAD 一 XA@]= ‖ A 一 XO 1. 令 0D 二 (AD), 显然 
以 在 [La, 症 上 连续 , 在 (a, 食 内 可 微 , 由 Lagrange 中 值 定理 , 有 

AD— AD= g(O(b— ODO= f(D)b— 0 
illAdlb d= Ad 2 5E(Ca 用 


根据 g( 定义 , 有 
lAB— A = fADB— AD]= f(AD)— f(A 0D) 
= AD—ADEIAADNb 
(3) 由 于 x(D 在 [Las 司 上 连续 , 故 x( 力 在 [ a, 总 上 一 致 连续 , 即 Y E>0，36>0, 当 
1 一 中 过 出, 有 1 x9 一 XD 1 二 se 于 是 当 0 二 1A 二 6 时 , 有 
1 XHAD— XD xo1 = 1 1) dd Aol 
1 


mat 
= ra [a3— AD]dsl 


_ 1 mar 
= [xAS— xAD]dsl 


1 ay 国人 
”一 一 9 一 | ji 
rar), [和 xblds<Tar|， sds=€ 


故 有 
1 tAD— MD a 
liml HST— 2 xpl =0 
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即 有 Y(D 一 AD. U 

注 7.1.1 称 (7.1-8) 式 为 抽象 函数 的 中 值 公 式 . 一 般 说 来 , 抽象 函数 的 中 值 公式 不 
能 写成 等 式 的 形式 . 例如 六 [0, 2zj] 一 R* ，X 六 二 (cost, sinD 映 [0,2x] 为 R* 中 的 单位 圆 . 
显然 K0)= X27), VY 5E(0，2r) ，| x(O1= {snd +(cosd =1, KX2n)— XO) 
区 (中 (2r 一 0)， 

定理 7.1.4 设 (5 为 La, 站 上 的 连续 抽象 函数 列 , 车 忒 (DD 在 [ ww 久 上 一 致 收敛 于 
xAD, 则 

(1) 式 六 为 [ a, 避 上 的 连续 抽象 函数 ， 


xz(Ddt=| Ddt (7.1-12) 


U 

上 面 我 们 讨论 的 抽象 函数 的 Riemann 积分 , 是 微 积分 中 Riemann 积分 到 抽象 空间 的 

推广 . 同样 地 , 我 们 可 以 将 Lebesgue 积分 推广 到 抽象 空间 , 从 而 得 到 抽象 函数 的 Lebesgue 
积分 . 这 里 就 不 讨论 了 , 有 兴趣 的 读者 可 参看 文献 [15]. 


7.2 导 算 子 


设 千 ， 六 均 为 实 Banach 空间 ,与 微 积分 一 样 来 考虑 算 子 F DCX) 一 总 的 “ 微 
分 "这 里 介绍 两 种 最 基本 的 微分 , 一 种 是 弗 里 黄 (Frechet) 意 义 下 的 强 微 分 , 它 是 全 微分 
概念 的 推广 : 另 一 种 是 加 脱 (Gateaux) 意义 下 的 弱 微 分 , 它 是 方向 导数 概念 的 推广 . 


7.2.1 弗 里 区 导 算 子 


在 微 积分 中 ，f; R 一 R' ，f 力 的 导数 由 下 式 定义 ; 
f(D= limaD— FD -一 一 也 (7.2-1D 


车 已 总 一 是, 此 时 表达 式 
RrtanD— RD» 
Az 


已 失去 意义 (因为 分 母 出 现 了 X 中 的 元 素 A 力 . 因此 , 导数 概念 不 能 简单 地 进行 推广 . 再 
看 函数 的 微分 , 对 于 一 元 函数 及 力 ，xER ,有 
fxtAD— AD= A.ArtadAD= f(DArt dAD 《7.2 一 2) 
对 于 多 元 函数 f( 4， 加，*… )ER", 有 
RrtAD— AD 西 十 Az) An, a, x) 
= Pdrt dn. p= SHAsntap.p 


$m) (Ne 


碎 机 十 A， 玉 十 A， 


a a a 
Se | 天. 元 . os a, Am AL) 二 dp 


=f(D.(AD +APp La te 
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其 中 Fa=| 计 、 元 os ra az Az), p= [2 ,dp>0 


(pg*0). (7.2-2)、(7.2-3) 式 中 避免 了 在 分 母 中 出 现 入 中 的 元 素 Ax 由 此 可 启发 人 们 
作出 如 下 的 定义 。 
定义 7.2.1( 弗 里 软 (Frechet) 微 分 ，F 导 算 子 ) 设 DC X 是 开 集 , F; D> #E 
D, 若 存在 TE BN 一半 ),，Y hE (十 hE D), 都 有 
Rat+h—Ra)= Th+ds,.h (7.2-4) 
其 中 
| Dl 
1 wa 及 1 = 一 一 
称 算 子 下 在 五 点 Frechet 可 徽 ， 也 叫 做 下 在 五 点 处 关于 /的 Frechet 微分 或 强 微分 记 
为 dR ,月 , 算 子 了 称 为 下 在 石 处 的 Frechet 导 算 子 , 记 为 F( ma), 其 中 戊 X 一 各) 表 
示 避 一 是 的 线性 有 界 算 子 的 全 体 构成 的 Banach 空间 . 
(7.2 -4) 式 可 以 写成 
Rat+h— Rs)= F(a)hti+d, DD (7.2-5) 
注 7.2.1 (1) 定义 7.2.1 中 的 (7.3 -5) 式 等 价 于 
‖ 站 大 十 用 一 到 而 ) 一 严 ( 瑟 AI 喜 


Ti (7.2-6) 


lim 


有 人 就 是 用 (7. 2 -6) 式 来 定义 算 子 在 2 Frechet 导 算 子 的 . 
《2) 由 定义 7.2.1 知 wa€ D, 车 Pa) 存在, 则 F( za)E 克 X 一 号 ), 当 改变 时 ， 
F( 五) 也 改变 , 故 下 (，。) 可 以 看 作 D> BX 一 和) 的 映射 , 即 
F': D> BX — X) (7.2-7) 
此 时 称 下 为 下 的 导 映 射 , 一 般 说 来 ，F( wm) 关于 不 是 线性 的 , 也 不 必 连 续 . 我 们 约定 如 
果 Fa) 在 五 的 某 一 邻 域内 存在 且 连 续 ， 则 称 算 子 下 在 的 邻 域内 是 连续 可 微 的 , 记 为 
FEC. 
由 定义 7.2.1, 显然 有 下 面 定理 . 
定理 7.2.1 设 F: D>X, F: DrX(i=l1,2), ma ER. 
(1) 车 上 的 Frechet 导 算 子 存在 , 则 必 唯 一 . 
(2) 车 百 ， 玉 均 在 a ED 点 Frechet 可 微 , 则 
Caf + HF) (5) = oaF ( 1) 十 EEC) (7.2-8) 
(3) 车 下 在 n 点 Frechet 可 微 , 则 下 在 w 点 连续 . 
(4) 常 映射 的 Frechet 导 算 子 是 零 算 子 . 
《5) 车 下 是 线性 有 界 算 子 , 则 Fi( 力 二 下 
证 仅 证 (3) 与 (5), 其 余 留 作 练习 . 由 于 下 在 wn 点 Frechet 可 微 , 故 Y hE Xi， 证 十 
ED. 有 


IRat+h— -Ral = | F(a)htad sn, DI 
| FO) lhl+ leds, DI—0 h—=0 
即 下 在 五 点 连续 . 下 证 (5), 由 于 F 线 性 有 界 , 故 Y hE XX 有 
Fat+hd—Ra)= Rat+h— mn)= RD+O 
184 


即 F( am) 一 下 U 
例 7.2.1 设 f: CL0, 1] 一 R'， 其 定义 如 下 ， 
1 
AD=| (dd 


求 7 了. 
解 YAhE Co,1]， xbedo, 1], 有 


1 
fzth— AD=] [zt 太一 下 dt 一 


令 AD=2] ,AV dr (gtd 一 2x0)， 则 


1 ' 
Rati— RD=|, Mo daAD+| ND di= f(DMD+Az 内 


' 
其 中 DD=] .dg&8 ,二 用 一 | 有 晤 CO dg1w 交 用 1 福 1CO1 王 KAI) 故 


Fa= 上 "dD E (Cd0, 1) .在 线性 等 距 同 构 意 义 下 , 可 记 f(D 了 = sD E 


(C0, 1 "= VW[0, 1]=({ A2 | 0) =0, 在 [0, 1] 上 右 连 续 的 有 界 变 差 函数 ). 
例 7.2.2 设 F RR”, 定义 如 下 ;: 
y= RW, x= (4. Br, TL) EER, y=(y, yr, Ye) ER” 
即 
$= Fa a a) i=l,2,m, m 


著 FE C(D, DD 为 R" 中 某 一 开 集 . 本 (hh 可, …, hER",， 有 
Flnth, mm, T+h)— F(a x) 


Fxth—RD= wm 
Fo( nt hs Tt hh) — Fol ns, Zo) 
"3 Re 
Hl") [| oor 
= = + 
,9F(D (sD 
i 
故 民 B 在 二 (如 ) 点 Frechet 可 微 , 并 且 有 
AF(D , oF(DW 
EE 
F'(Dh= = 
AF(D ,, aFA(D| Lh 
Im ” ” dw 
IRB(D .IF(» 
9n "ar 
F(D = 加 E BR 一 R7) 


AaF.(» AF.(W 
EE wn 
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这 里 严 ( 忆 是 下 的 雅 可 比 (Jacobi) 矩 阵 . 特别 地 , 当 m=1 时 ， 有 


a a a 站 


例 7.2.3 设 Ke s 避 和 3 是 [O，1]X[0, 1]XR' 上 有 定义 而 且 连 续 的 实 值 孙 数 ， 
考察 [0.， 1 到 自身 的 Urysohn 积分 算 子 ， 
[R22 =| Ks 5 AD) ds 


今 证 下 在 五 E CL0, 1] 处 的 Frechet 微分 为 


1 
[FOVDIMD=| SE s (Mds he do, 


证 当 wEd0,1],Y hed0,1], 由 于 
be 5s a(I+MO)— Kt s (9) — 9K Ss ao 


! 
上 0 [ee s nD+ mH — KG, s, (3)] 3d 
Lou du 


从 


， 
141] | sn Hh — Rs re dr 
en 了 


因为 3 在 [0。1]X[0, 二 xRR 的 紧 子 集 上 一 致 连续 , 故 上 趟 中 最 后 一 个 积分 当 1 hl -0 


时 关于 sx* 一 致 地 趋向 于 0, 记 


Ti(D ww af(oNMods he do,1] 
即 得 
1 
1 天 十 用 一 及) 一 了 1 = max | ,EK $s a(9+HMO)— Kr ss n(n) 
| dhl) 
Iu 
则 F(a)= 工 


定理 7.2.2( 链 式 法 则 ) 设 局， 总， 均 为 实 Banach 空间 DC， DC XN 均 为 
开 集 . 算 子 F D 一, 且 F(D)CDCX,G DX. 再 设 F 在 w(wE€ 呈 ) 处 
Frechet 可 微 ,，G 在 w= RO 及 ) 处 Frechet 可 微 , 则 复合 算 子 GF; 一 X 在 wn 处 Frechet 
可 微 , 并 有 


(GR) (1m) = G(y)A(n) 《7.2 一 9) 
证 由 于 F 在 ,6G 在 w= Fw) 处 Frechet 可 微 , 故 Y hE ,wn 十 hE ,有 
Fat+h—Ra)= F(a)htd sn,) (7.2—10) 
及 个 中，w 十 失忆 ,有 
Gw 十 月 一 Gw) = GOCw)A+ ww 月 (7.2-11) 
其 中 <P Lo 1 hl 0), Lo 1 kl 一 0). 把 w( y， 全 记 为 


1 Al aCw, 局 , 当 1kI 一 0 时 有 | a(y, 司 一 0. 
在 (7.2 -11) 中 取 人 为 
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k= Rath— Ra)= Rath—y (7.2-12) 
由 定理 7.2.1 知 当 1 hl -0 时 ， | Al -0, 把 (7.2-12) 式 代入 (7.2-11) 式 有 
GF( 古 十 月 一 GR am) = GOCy 十 有 一 Ga) = GC k+l oy A 
= GCWEFCa)h+ A nD] 十 RI wl yD 
一 GUN) FID)AGCN) D+ kla(y. A 
=0G(WF( a)hi a(n, 
其 中 (人 D 二 Gy) ek， 用 十 || a(H， 六。 


cd eT 
过 1GCw) (yy: 
Tl Tom Ta el ral 
LR FOmMht dn DI 1 wm, 用 1 
本 二 
有 界 . 故 有 
i 
各, Ti 一 
于 是 (GP #)=G( %) Fm). U 
推论 7.2.1 如 果 GE 读 ，, 则 (GP '( mn)= GF 有 ). U 


定理 7.2.3( 中 值 公式 ) 设 DC X 为 凸 集 ， 乒 D>R', 且 f 在 D 上 Frechet 可 微 , 则 
当 五 ， 石 十 AE 卫 时, 有 Lagrange 中 值 公式 
Rath— Rn)= /ath Et(0,1) (7.2—13) 
证 令 AD 二 用 十 1D, 由 链 式 法 则 ,pg (0= 大 (十 册 大 显然 函数 DD 在 [0, 1] 
上 满足 Lagrange 定理 的 条 件 , 故 存在 外 (0, 1), 41) 一 HU0)= 二 gg(， 即 (7.2 -13) 成 立 . 
U 
《7.2 一 13) 式 对 f 是 泛 函 时 成 立 , 对 于 一 般 的 非 线 性 算 子 (7. 2 -13) 式 并 非 均 成 立 ( 注 
7. 1. 1). 对 一 般 的 非 线性 算 子 已 有 以 下 较 弱 的 结果 . 
定理 7.2.4 设 和 ,XX 是 实 的 Banach 空间 ，DC X 为 凸 开 集 ， 严 D~ 生 在 D 上 
Frechet 可 微 , 对 任意 aE D, hE Xi ,aa+ME DY 后 足 , 则 3 汇 (0,1) 满 足 
开 刺 三 十 办 一 下 丰 = 开 严 (三 十 一 人 (7.2-14) 
证 令 KD= 友 RDJ, 则 gq;D*>R'. 由 于 FF 在 D 上 Frechet 可 微 , 故 g 在 D 上 也 
Frechet 可 微 , 且 有 9 ( 力 二 [LF( 力 J]. 由 定理 7.2.3 知 , 存在 泛 (0, 1), 有 
十 力 一 下 思 ) 二 (十 动 )hh 


即 
HARw+D— Ra)]= ARs+h]— AR .xs)] 
= Ant+hD— Hn)= p(nt)h 
= 开 F(a 十 鸭 ]A= 开 F(am 十 动 ) 门 U 
定理 7.2.5 设 义 ,，% 均 为 实 Banach 空间 ，DC X% 为 凸 开 集 , F; D> X Frechet 可 
微 , 则 有 
(1) 对 任何 mn€ D, hE 和 XX， wn 十 hE D 有 
IFRa+h—Ra)l<lF(s+ 动 ) hl € (0,1) {7.2—15) 


(2) 车 F( 办 在 D 上 连续 , 则 
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1 
Rath—Rs)=)] Fat WDhdt (7.2—16) 


证 (1) 车 Rw 十 有 一 Rw)=0, 不 等 式 (7.2 -15) 自 然 成 立 ， 否 则 , 由 Hahn - Ba- 

nach 定理 知 存在 hE 锯 ，1 万 1 =1, 有 
FLRath— Ra]= | Rat+hD— Ra)l 
考虑 泛 函 4 D 三 有 [Ft 力 ], 显然 红 忆 在 D 上 Frechet 可 微 , 由 定理 7.2.4, 有 
FLR 二 + 如一 Rw)] = [FCw 十 动 ) 用 
故 
LRat+h—Ra)l = fLRat+h— Rn)] 

AlIFCS 十 动 )hll 
1 FCs+ hl 

(2) 考虑 抽象 函数 XD 二 FU w 十 1D, 0 三 二 1. 由 链 式 法 则 y(D 二 FC 十 坟 h 由 于 
F( 力 在 D 上 连续 , 故 y(D 对 《0 三 后 1) 连 续 ， 根据 定理 7.1.3(1), 有 


' 
外 yp dt= X1) 一 X0) 


Pay 


1 
即 Rath— Ra)=| Fat whdt U 


7.2.2 加 脱 导 算 子 


在 多 元 函数 微分 学 中 ,函数 可 微 , 则 偏 导数 存在 ( 沿 任何 方向 的 方向 导数 也 存在 ), 反 
之 则 不 然 . 这 表明 对 于 多 元 函数 可 微 强 于 可 导 . 由 算 子 Frechet 微分 的 定义 看 出 , 它 是 多 
元 函数 全 微分 概念 在 Banach 空间 中 的 推广 ， 由 于 方向 导数 对 函数 的 要 求 较 弱 , 很 自然 地 
人 们 希望 把 方向 导数 的 概念 推广 到 Banach 空间 ， 从 而 引入 加 脱 (Gateaux) 微 分 的 概念 

定义 7.2.2( 加 脱 (Gateaux) 导 算 子 ) 设 F D>X(D 为 XX 中 的 开 集 ;，w ED 车 
Y hE E, 极限 


lim RT+ DO— FRx) 
wm 


存在 , 称 算 子 F 在 五 点 Gateaux 可 微 , 该 极限 称 为 下 在 w 处 沿 /方向 的 Gateaux 微分 
记 为 DR ,和 D. 如 DR an, 月 可 以 表示 成 Th 其 中 TE BC XN 一半), 则 称 下 在 了 点 具 
有 线性 有 界 Gateaux 微分 或 弱 微 分 , 并 称 了 是 下 在 处 的 Gateaux 导 算 子 ， 仍 记 为 严 
《五 )， 此 时 有 


(7.2-17) 


DRa, = F(x)h {7.2—18) 
注 7.2.2 算 子 的 Gateaux 微分 是 函数 方向 导数 概念 的 推广 , 它 的 定义 仅 涉 及 X 中 
的 范 数 而 未 涉及 X 中 的 范 数 , 因此 无 法 从 Gateaux 可 微 推出 算 子 的 连续 性 . 在 微 积分 中 
多 元 函数 沿 任何 方向 的 方向 导数 存在 ,也 未 必 保 证 函数 连续 就 是 一 例 . 
特别 地 , 如 果 总 =R ，f: X 一 R 是 X 上 的 泛 函 (一 般 来 说 是 非 线性 的 )， 当 7 的 弱 
微分 存在 时 ， 有 
太古 十 机 一 用书 ) 
t 
此 时 称 DR w， 旋 为 泛 函 /的 一 阶 变 分 , 通常 记 为 81 ,人 D). 
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DA 1 = lim (7.2-19) 


著 令 KD= A nn 十!D, 则 加 R 一 R 是 函数 , 并 且 
87a ,月 二 lim ee 一 p01 


= En (7.2—20) 
例 7.2.4 设 X= CL0, 1], 考虑 定义 在 XX 上 的 泛 函 
' 
AD=| AAD, Ddt 


其 中 二 元 函数 KK 二 的 偏 导数 &( 二 0 是 连续 函数 , 则 对 任何 h( DE C[0，1], 根据 
(7.2-20) 式 , 有 


8A. 有 = ,nD + hd, D dtl, 


=] ga(o， DMD dt 
= f(a)h 
其 中 ra) = ,st (DD(。) dt 是 CL0, 1] 上 线性 有 界 泛 函 , 因此 f 是 Gateaux 可 微 


的 . 
例 7.2.5 设 X=C[a, 日, 考虑 泛 函 


ID =| a AD, DD dt 
其 中 三 元 函数 & zw 9 连续 , 并 且 5 具有 连续 二 阶 偏 导数 , 则 对 任意 K DE C[a, 司 有 
8J(m 及 = .do + od, TOD+ RD, ddil,, 


=] aLx dD, x(D, DD det | gL D, za dhD dt 
把 第 二 个 积分 进行 分 部 积分 ,得 
J .gad, zDD, MD dr 一 gLAD, 2(D, IMD 


ee 和 , 
一 | .MD TS LD zDD, ddt 


这 样 一 来 , 则 对 于 在 w 4 都 取 零 值 的 M D (这样 的 构成 的 集合 在 最 优化 中 称 为 容许 
集 ), 都 有 
3J(5 月 一 i Ee jp di= Ja 


其 中 J 加 二 ] | && 一 起.) dt 是 六 到 民 ' 的 线性 有 界 泛 本 


在 定义 7. 2. 2 中 , Gateaux 导 算 子 的 记号 与 Frechet 导 算 子 的 记号 相同 , 在 证 明了 下 述 
的 定理 以 后 ， 便 知 使 用 相同 记号 不 会 发 生 混 请 . 
定理 7.2.6 设 印 ,总 是 实 的 Banach 空间 ,FD>X( DC X 是 开 集 ). 
(1) 车 下 在 五 点 Frechet 可 微 , 则 下 在 点 具有 线性 有 界 Gateaux 微 分 , 且 有 
DR a, = da,h (7.2-21) 
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(2) 著 上 在 n 点 具有 线性 有 界 Gateaux 微分 ， 且 Gateaux 导 映 射 F(。) 在 及 点 连 
续 , 则 下 在 点 Frechet 可 微 . 

证 结论 (1) 显 然 成 立 , 下 证 结论 (2). 

由 Gateaux 导 映射 F(。) 在 点 连续 , 故 对 任何 >0, 存在 5>0, 当 hl 二 6 时， 
天 

IlF(mnt+hD— F(a)l|<e (7.2 -22) 

其 中 ，F"( 十 及、F"( w) 均 表示 下 的 Gateaux 导 算 子 .下 面 证 明 : 当 0 拓 141 过时， 
恒 有 


TFRa+hD— Rs»)— FC(n)hl 
RE 


或 IRat+h— Ra)— Fm)hl < el hl (7.2-23) 
不 妨 假定 及 十 用 一 Rm) 一 F( w) hz0, 不 然 , (7.2 -23) 式 自然 成 立 ， 由 Hahn - Ba- 
nach 定理 知 , 存在 JE 站 ，1 fl =1, 满足 
ARat+h— Fa)— F(a)N= | Rat+D— Ra)— F(a)hl 
考虑 函数 KbD 一 开 只 天 十 骨 ]， 1E[0, 1], 98(D= 拒 F(a 十 二 问 , 其 中 F(m 十 内 表 
示 Gateaux 导 算 子 . 应 用 微分 中 值 定 理 , 可 得 
HIl) 一 K0) 一 9( 引 5E(01) 
即 ARs+t+h— Ra)]= 开 F(m 十 动 ) 门 
从 而 
IFath—Ra)—F( ah = ARat+hD— Ra)— F(a) 
= J[F(# 十 盐 )h 一 FF(w) 们 
SIALFCGs+)— F(a) 1 hl 
= F(a+6)— F(a)l lhl <elhl 
即 (7. 2 -23) 式 成 立 . U 
例 7.2.6 设 户 R 一 R ,定义 为 ; 当 x=(n，2)ER 时 ， 
| x= (nm, a) A (0 0) 
AW= An, 2)= 可 十 再 
0 x 一 (站 ,za) = (0,0) 
由 于 


故 玉 加 在 三 0 点 连续 , 对 =(h,h)ER*, 有 

和 hi 十 二 十 了 对 全 
Ot WD JO0) ji 过 朋 十 天 居 

t ey t 
三 角 十 各 三 (1 D(Ch, hk) 

故 AD 在 x=0 点 具有 Gateaux 导数 (0)= 二 (1, 1), 而 FD 在 0 点 不 是 Frechet 可 微 的 . 
事实 上 , 如果 太吉 在 二 0 点 Frechet 可 微 , 则 由 定理 7.2.6, 有 

df0, B=DAO,AB= fkh=h 二 认 


lim 
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于 是 
Wa 


(OF AOD— FOOh= r= 0, 月 
f KRO) 一 十 下 
而 
1 ex0, Wp) | 内 各 | 


Tal 《着 十 天》 怖 十 大 
特 取 如 三 记 , 并 令 h 一 0, 有 
AO, DN |， Ih|1 _l1 
i Tm 
这 与 d0, 局 二 A 1 hl ) 相 矛盾 故 /在 x=0 点 Frechet 不 可 微 . 
定理 7.2.7 设 D>XX(DCX 为 开 集 ), wE D, A 在 加 点 Frechet 可 微 <>F 满 


足以 下 两 条 件 : 
(1) F 在 五 点 具有 线性 有 界 Gateaux 微分 Ths 
《2) 极限 


lim( SR s+ — Ra)]— Tm)=0 (7.2-24) 


关于 上 hl =1 一 致 成 立 . 此 时 下 在 五 点 的 Frechet 导 算 子 F( ) 一 工 
注 7.2.3 《7.2 一 24) 式 中 关于 路 hl =1 一 致 成 立 是 指 : 对 任意 >0, 存在 仅 与 * 有 
关 , 而 与 人 1 AI ==1) 无 美的 5= Xe 二 0, 当 0 一 | 一 3 时 , 对 任何 1 hl =1, 都 有 


| 其 Ra + Ra]— Ml<e (7.2-25) 


证 一 由 条 件 (1)、(2), 设 Y 0, 3 汪 A9>>0, 当 0 一 | 一 8 时 , 对 任何 中 hl = 
1,(7.2 一 25) 式 成 立 , 则 Y WE 和， 国 十 WE D, 下 证 : 当 0 一 1 ul 二 6 时 , 有 
1 Ra 十 动 一 及 mi) 一 Tul 
和 
事实 上 , 对 上 述 的 ww 必 存 在 ME S(0)={( xzEX11zl=1) 使 性 办 按 (0. 十 c=). 当 
0<= 1 ul 二 计时 , 应 用 不 等 式 (7.2-25)， 有 
IRat+d—Ra— Tul IRanttD— Rs)— Thl 
LE ll 
即 当 0 二 | ul 二 X99 时 ,有 I Fw 十 名 一 Rw) 一 Twul 过 el ul , 获 F 在 如 点 Frechet 可 
微 且 有 F( 五) 一 工 
一 设 F 在 力 点 Frechet 可 微 , 则 F 在 五 点 Gateaux 可 微 , 并 且 具 有 线性 有 界 Ga- 
teaux 微分 Th 且 T= FF( mn)( F( w) 是 Frechet 导 算 子 ). 下 证 (7.2-24) 式 关于 1 1 二 1 
一 致 成 立 . 由 上 在 五 点 Frechet 可 微 , 故 对 任意 0, 存在 >0, 当 0 呈 1 ul 二 6 时 , 有 


中 省 


IRat@—Ra)—F mu 一 el ul (7.2—26) 
YhE S(0), 当 0 二 | 4 过 6 时 , 由 (7.2-26) 式 , 有 
IFRatdD— Ra)— Foaml el lhl= el 


即 


Fatt — Ra) 
PA a lm A 


i = F(an)h 
3 站 
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关于 1 1 =1 一 致 成 立 . U 
7.3 高 阶 导 算 子 


在 微 积分 中 , 为 了 研究 函数 在 某 点 的 局 部 性 质 ,需要 讨论 函数 在 该 点 的 高 阶 导数 . 类 
似 地 ,为 了 更 好 地 了 解 非 线性 算 子 在 某 点 的 局 部 性 态 ， 也 需要 讨论 算 子 的 高 阶 导 算 子 .本 
节 介 绍 非 线性 算 子 的 高 阶 导 算 子 ,并 建立 其 泰勒 (Taylor) 公 式 . 

7.3.1 n 重 线性 算 子 

设 名 ,是 , …，X, 是 n 个 实 线性 赋 范 空间 , 它们 具有 范 数 | 。 |， k=1, 2，…， 

用 中 XX 表示 它们 的 乘积 空间 , 并 在 | X 上 赋予 范 数 
I zl = lal, X=(n, 2,.", T)E 1 X (7.3-1) 


容易 证 明 : 在 范 数 (7.3 一 1) 式 下 1 X 是 实 线性 赋 范 空间 . 特别 地 , 当 XX，k=1, 2,…， 


是 Banach 空间 时 ,|| X 也 是 Banach 空间 . 
定义 7.3.1( n 重 线性 算 子 ) 设 X， 总, …，X.， Y 是 nm 二 1 个 实 Banach 空间 ,A: 


上 各 一 YY 如果 A 加 …， 云 ) 中 对 于 任何 固定 的 (#，…， 如 1， 加， 算 子 


一 
hn= A Dl De TH Zo) 《7.3 一 2) 


是 XX 到 Y 的 线性 算 子 (=1, 2, …, 凡 , 称 A 是 n 重 线性 算 子 ; 如 果 存 在 M>0, 对 z= 


(nz Zz) E [| %, 伍 有 
A, mo TN 过 MI all xl, (7.3-3) 
则 称 A 是 mn 重 线性 有 界 算 子 . 
如 果 A 是 n 重 线性 有 界 算 子 , 可 以 用 
1 41 = sup， ， 省 An, a,, Tt)l (7.3-4) 


定义 A 的 范 数 . 把 [| X 一 的 " 重 线性 有 界 算 子 的 全 体 记 为 BOX x XXX… XX, 一 六 
易 证 BC WX 号 六，…X X 一 六 构成 Banach 空间 . 特别 地 , 当 着 = 总 =…= 二 X= 六 时 , 记 
为 了 XXX Xe. 

例 7.3.1 (1D) 设 f(z =zy, 则 斤 : R XR 一 R 是 二 重 线性 有 界 算 子 ， 

(2) 设 空间 向 量 a, 引 R' ,f(a 肪 二 a bER' 是 R XR 一 R' 的 2 重 线性 有 界 算 子 . 

(3) 设 a b ER, f(a b 0O=(axD. cER', 则 记 是 R XR XR 一 R 的 3 重 
线性 有 界 算 子 . 

再 记 
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且 (X 一 只 = 及 X 一 中 
B(X=Y= BX*B(X—Y) 


B(X—> Y= RX Bi (XY)) 
= RX— BX BX"B XY))) (7.3 一 5) 
PE 
下 面 定理 建立 了 以 XX…X X> 站 与 B( X> 站 之 间 等 价 关系 . 
定理 7.3.1 空间 所 XX…X XX 站 与 B( X> 外线 性 等 距 同 构 . 
证 仅 对 ;三 2 时 证 明 结 论 . 
首先 建立 成 XX X > 六 与 及 ( X ~ 站 之 间 的 一 一 映射 对 AE BXX X> 六 ,对 固定 
XE X, 定义 六 >Y 的 映射 


A A .) 
则 AEB X>PD. 对 xEX, 令 
Br=A= Mzx,"*) (7.3—6) 
因为 A(，，. ) 是 二 重 线性 有 界 的 ,所 以 B 是 X~ BCX> 六 的 线性 算 子 , 并 有 | Bzl = 
1 41= spy ACz D1 三 1 AI 1 zl , 故 了 为 有 界 算 子 , 即 BE BX* 有 X= 芒 ) 一 
BCX>PD, 且 


1B1 过 41 (7.3-7) 
由 (7.3-6) 式 可 定义 了 XX X> 站 > B(X> 站 的 映射 T: 
TKA = 有 (7.3-8) 


易 证 了 是 线性 且 为 一 一 映射 . 
其 次 证 明 了 是 满 映 射 . 事实 上 , 对 BE B(X>D=BX>BX>7), 邻 
AMn, a)=(Bn)a 可， 2EX 
则 A 是 二 重 线性 的 , 且 


lAa, Ra)1 = 1(BayalelBallal 
Bllallal 
即 AE B XX X=Y, 上 且 
141 近 1B1 (7.3-9) 
此 时 ( BD(，) 三 A(z ，), 即 Bz=A,， 从 而 TA= 及 故 T 是 满 射 . 再 由 (7. 3 -7) 及 
(7. 3 一 9) 式 知 保持 范 数 不 变 , 故 以 XX X> 站 与 B( X> 站 是 等 距 同 构 的 . U 


既然 Banach 空间 以 XX…X X= 站 与 B,( X-> 等 距 同 构 ,总 可 以 把 两 空间 的 对 应 
点 不 加 区 别 , 即 车 AE B( X》 X X=>Y, BE B(X*>Y, 且 TA=B, 则 A=B, 或 
=(n, a Tm)E XXXX, 有 
Ma, Br, 1) = Bn) ne) a {7.3-10) 
注 7.3.1 (1) 在 上 述 等 距 同 构 意 义 下 , 有 
BXxXXX*"“XX=W= BXX"X X= BXX' x XY) 
3 nr MY 
《2) 线性 泛 函 分 析 中 的 共鸣 定理 可 以 推广 到 " 重 线性 有 界 算 子 族 . 
设 4AE BXX…X XD( dE 凡是 " 重 线性 有 界 算 子 族 , 车 对 任何 二 (五 ，，…， 
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ECXX eX 和 0, 都 有 
supl A(a, wr me, 1) < 十 
则 
spl Al <+ 
《3) n 重 线性 算 子 A 对 每 个 变 元 连续 > AE 及 XXX XI. 


7.3.2 高 阶 导 算 子 


设 F D> XX(DC XX 为 开 集 )， 下 在 D 中 每 一 点 都 Frechet 可 微 , 则 下 的 Frechet 导 
算 子 F'( 力 随 x 而 变化 , 此 时 F: D> B( 和 XX). 

定义 7.3.2( 高 阶 导 算 子 ) 若 映射 刻 ，DY 以 和 一 X%) 在 下 点 Frechet 可 微 , 则 称 严 
在 书 点 的 Frechet 导 算 子 为 F 在 奴 点 的 二 阶 Frechet 导 算 子 , 记 为 F(w), 即 


Fim)=(F)" x) (7.3-11) 
类 似 地 , 映射 下 的 导 算 子 叫 做 下 的 三 阶 Frechet 导 算 子 . 一 般 的 F 的 n 阶 导 算 子 定义 为 
F*(D=(F"")(D (7.3-12) 


由 定义 7.3.2 知 , 车 Fi D~ 昊 , 则 当 xzE D 时 , 有 
F(IDE BNX— X) 
FIDE BX BX XX) = BX X) 


F*(DEBN—> BX"BNX— X= BX— X) 
根据 定理 7.3.1 可 以 看 出 ,，F( DEBCNX NN) ,nF'(DEB NX"X NX 
总 ) 著 各 ,各 ,hE 各 ,有 

FCDCh, hoes, ho) = (CF (CD) h) hn) ho 《7.3-13) 
因此 , 在 讨论 眉 ”( 忆 的 性 质 时 ,只 要 把 让"( 忆 纳 和 n 重 线性 有 界 算 子 类 进行 讨论 就 够 了 . 
为 了 简单 起 见 , 我 们 把 "(D(Ch 局 ，h) (或 (FY CD)h)he…)h) 记 为 F* (DD 
各 如，… 加。 特别 地 ， 当 加 二 4b 时, 简 记 为 F*( 力 所 
在 定义 7.2.1 中 , 用 线性 算 子 F'( 力作 用 于 hE X 的 结果 : dR xz, 用 二 F( 力 h 表 示 下 
的 强 微分 (Frechet 微分 ); 仿 此 , 可 以 把 下 的 二 阶 强 微分 定义 为 中 机 二 月 = FT 人 用 
三 F《 必用; ;下 的 nn 阶 强 微分 定义 为 dF( x 让 二 FCDCh 在， 月 三 于”( 态 久 
下 面 给 出 二 阶 导 算 子 的 求法 ; 车 存在 BE BK %X 一头), 对 任何 上 翅 X 满足 
1 FCm+ Dk— FCOn)k— BA < || IAl dD (7.3-14) 
其 中 KD->0( 4 hl 一 0), 则 FE) 存在 , 且 F(w)= BR 实际 上 , 由 线性 算 子 范 数 的 定 


F(a+D— FCm— Bl < lhladD 
从 而 
lim Fs 二 DD F(a)— Bhl EE 
TT 
好 F(a)=B 
例 7.3.2 设 泛 画 fi R 一 R 定义 为 
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f= 太 4，2R)= 二 如 如 十 媳 
求 f(D. 


a a 
解 (加 = (六: 天 |j=(a+2a，a) 


取 生 (hh, 有), 对 (AR)ER ,有 
fx 二 Kk 一 了 (Dk=[( 加 十 肌 ) 十 2( 百 十 页 门 有 十 (证 十 雁 ) 态 
一 (B+2m)h 一 nk 
二 太太 十 2 有 有 十 而 太 


| 
= hh) ok 
所 以 
of of 
gen 11_ 四 25 了 
\1 ol of of 


EE an 


例 7.3.3 设 F,R >R" 定 义 为 


, %) ER", y=F(n, a x), (i 
hh.)ER", 且 hl 充分 小 时 , 对 二 (AN， 


其 中 二 (nn, ma, …，z)ER"， 
1, 2. …, WD 上 且 FEC(RY), 当 (Ch, h, 
勾 ,，…,k)ER", 有 


a a 
PFC x+ 局 K- FPC OK 一 (He).. t= [22 


5 五 ) 


_1y,1a6Cx+ 且 (号 | 区 
=( 习 人 Er 一 了 一 一 

有 有 (x 十 由 大 
| 2 ms bp ey oil 


由 于 FE C(R”), 故 


F(D 肪 =| > hh, wy 
因此 ，F( 习 为 由 FR 力 的 二 阶 偏 导数 组 成 的 三 维 阵 
PFD 
Fiw=|7| 


7.3.3 泰勒 公式 


在 微 积分 中 , 可 以 应 用 函数 的 高 阶 导数 , 把 函数 在 某 点 附近 作 泰 勒 (Taylor) 展 开 , 对 
于 Banach 空间 中 具有 高 阶 导 算 子 的 映射 ,也 有 类 似 的 结果 , 下面 儿 个 定理 将 反映 这 方面 
的 主要 结果 . 
定理 7.3.2 设 D>R'( DC X 为 凸 开 集 ), 若 了 在 D 上 具有 x+1 阶 Frechet 导数， 
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对 a ED hE X, 有 十 hE D, 则 存在 迫 (0, 1), 使 得 
而 十 用 三 太古 了 (Dh 二 可 1 放 十 避 十 各 阁 (六 
! 刑 
1 wu 本 
二 TD (十 hh (7.3—15) 
公式 (7. 3 -15) 称 为 泛 函 f 在 五 点 附近 的 Taylor 公式 . 

证 作 函 数 KD 三 大石 十 而 ,注意 到 D 西 开 及 大 具有 n 十 1 阶 导数 , 则 %D 在 某 
(一 6 1 十 日 内 有 定义 且 具 有 "1 阶 导数 , 且 (0 二 fw 十 抽 h (DD= 了 (十 tD 育 ， 
十 DN ' 由 泰勒 定理 有 
1 


加 这 
DD = KK0) 十 9 (0) 十 下 8(0) 十 … 十 而 多 (0) 
1 (ly 
trp (© EO0,L (7.3-16) 
把 KD= fw 十 4D 代 和 人 (7.3--16) 式 便 得 (7.3 一 15) 式 . U 


公式 (7. 3 -15) 是 泛 函 /的 具有 Lagrange 型 余 项 的 Taylor 公式 . 进一步 , 对 一 般 的 非 
线性 算 子 F, 可 以 得 到 具有 积分 型 余 项 及 其 具有 Peano 型 余 项 的 泰勒 公式 . 

定理 7.3.3 设 头 ,XX 是 实 Banach 空间 ，F， D> 中 (DC Xi 为止 开 集 )，F 在 DD 内 
有 "十 1 阶 Frechet 导数 , 且 上 ”"( 力 在 D 上 连续 , 则 对 waE D hE ,6 十 hE D, 有 


二 用 二 民 ) 十 FFC)ht 吉 FOB) 放 十 十 二 E(w 所 
+ 二 | (OF (nt dt (7.3-17) 
Ei 
证 作 抽 象 函 数 wR' 一 总， 
UD 二 太古 十 和 十 (1 一 DF(H 十 由 hh 十 … 十 二 (一 六 FY( 而 十 克扣 


(7.3-18) 
由 于 D 为 凸 开 集 , 故 在 某 包 含 [0, 1 的 开 区 间 ( 一 6 1 十 日 内 有 定义 且 具 有 连续 的 一 阶 
导数 , 且 有 
VD = 严 ( 而 十 梧 放 一 开 ( 而 十 玖 证 (1 一 六 FT 而 十 二 大 十 … 


ig sl sp 
or? 及”( 面 十 网 在 tl oF ( 奋 十 抽 ) 户 


Tr 
二 二 (1 一 DF 十 失 的 (7.3-19) 
由 抽象 函数 的 N - 工 公式 ， 有 
dD) 一 MO) =] 站 dt (7.3-20) 
结合 (7.3 -18) 、(7. 3 -19) 、(7. 3 -20) 式 便 得 (7.3 -17) 式 . U 


定理 7.3.4 设 名 ,XX 是 实 Banach 空间 ，F， [着 一 头 ( DD 为 钙 开 集 ), 且 开 ”( 加 
在 D 上 连续 , 则 当 ED, hE 是 ， 厂 十 ME D 时 ,有 


Rt 用 一 Rn) 一 FCm) ht 者 FCn) 
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ue + Cn) A A nm, h) (7.3-21) 
其 中 zx 1 二 dh) 
证 略 . U 


7.4 隐 范 数 定理 


隐 函 数 定理 是 多 元 函数 微分 学 的 最 重要 的 定理 之 一 , 在 经 典 分 析 中 的 应 用 十 分 广泛 . 
本 节 的 目的 在 于 把 隐 函 数 定理 推广 到 Banach 空间 ,作为 推论 , 得 到 了 反 函 数 存在 定理 , 最 
后 给 出 了 两 个 应 用 实例 . 


7.4.1 隐 函 数 存 在 定理 


设 XY，Z 痢 是 实 的 Banach 空间 ，DC XX Y 为 开 集 ， F: D>Z 考虑 算 子 方程 
Raz »=0 (7.4-1) 
在 点 (五 ，y)E DR aa， ww) 二 0) 附近 ， 当 F 具 有 什么 条 件 时 , 方程 (7.4 -1) 关 于 y 可 解 ? 
如 果 关 于 y 可 解 , 其 解 算 子 y= A 思 的 性 质 如何 ? 这 就 是 隐 函 数 定理 要 解决 的 问题 . 
在 给 出 隐 函 数 存在 定理 之 前 , 先 引入 多 变 元 算 子 偏 导数 的 概念 . 
定义 7.4.1( 偏 导 算 子 ) 设 X, Y 和 2Z 都 是 实 Banach 空间 ，DC XX Y 是 开 集 ，F; 
D~Z, (五 ，y)E 如 果 玉 二 %) 在 五 点 关于 z 的 Frechet 导 算 子 存在 , 则 称 它 为 上 在 
(五 ，%) 点 关于 z 的 偏 导 算 子 , 记 为 E(w，y). 对 于 另 一 变量 的 偏 导 算 子 可 以 同样 定义 . 
注 7.4.1 算 子 F D>Z 的 关于 zz 的 偏 导 算 子 可 以 等 价 地 定义 为 : 如 果 存 在 TE 
X=> 力 , 满足 
Rath 一 Ra, y= Tidn, y, A (7.4-2) 
其 中 ny: 及 上 二 A 41), 则 全 是 下 关 于 的 偏 导 数 ， 已 ( ,yw) 二 下 因此 可 知 
F(xn, y)EB XD F(n, y)E YD, 偏 导 映射 
Flr): D> BX D, Fn): D> BY=>D 
例 7.4.1 设 X=R", Y=R"，Z=R"，F， XXY>Z 定义 为 
z= RE 


二 (前 ‘TER, y= Mr, Yo) ER', z= (4 4 了 
则 
oR on .. oF 
9y 9y Oye 
Fs DD=| | 
aF. aF. aF,. 


定理 7.4.1( 隐 函数 存在 定理 ) 设 下 满足 ， 
路 z 罗 在 ( 石 ，%)((，y)E 力 某 一 邻 域内 连续 , 且 Fi，%)= 二 0; 
包 F(x。 罗 在 上 述 信 域内 存在 , 且 F(x， 在 (而 ，3) 点 连续 
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图 巨 (nm，y): YZ 具有 有 界 道 ， 
则 存在 这 0, 声 0, 使 当 | 上 汪 1 二 r 时 ,有 

(1) 方程 (7.4-1) 在 上 yy 1 三 r 内 具有 唯一 解 y= 力 ， 

(2) y= 玉石) 

(3) y= f(D 在 球 域 以 w={ EXI1 省 二 二 内 连续 . 

证 (1) 由 条 件 久 , 可 取 M= 1 [F(x)] ' 1 之 0, 再 由 条 件 外, 存在 和 >0， 记 0， 
使 当 上 证 1 十 y-w1 二 fr 时 ,有 


IF(n »— Fn, 21< 南 (7.4-3) 


由 于 Rx， 在 (wn，y ) 的 某 一 邻 域 连续 , 不 妨 设 Ra 在 Ow， y)=( (xn DE DI 
1 一 有 | 三 人 yy 1 三 上 连续 , 从 而 及 二 w) 在 [五 一 人 五 十 及 上 连续 ， 对 上 面 的 
5 存在 记 0(0 三 的 语 ,使 当 1| zw| 二 r 时 ,有 


IRa WI=1Rs -Ra wl<ah (7.4-4) 
取 z 满 足 | 盖 五 1 一 nm 并 把 z 固 定 , 作 映 射 下 。): YY 如 下 : 
zr DB= [F(a, wR» (7.4-5) 


从 而 方程 (7. 4 -1) 有 解 寺 坊 算 子 到 十 ，) 在 了 中 有 不 动 点 , 下 证 下 十 ，) 在 | y 31 二 rt 
中 有 不 动 点 . 为 此 , 取 闭 球 及 y, 3={ yEY| | yy 1 三 二 ,证 明 下 ，) 是 映 到 yy 
9 到 自身 的 压缩 映射 . 实际 上 , 当 | yy 1 三 tr 时, 有 


loz DN = I-CF(m, WI'F(z »l 
SECs, wT NNECGs, yw)— F(z, Dl 
Le 
三 M' 5 二 


于 是 当 1 y 一 » 1 三 5 1 ¥ 一 3 1 所 tr 时 , 有 
[| 
1 各 (二 二 As 一 311 一 1 


Se 
< 二 1 一 a (7.4-6) 


即 和 二 。) 是 压缩 映射 . 再 证 Uz ，): By 9 一 及 yy, D9. 当 1 一 %1 过 rz 时 , 有 
Ta yD— yl lg -Hn + |r 一 站 


=1axi Dr WI +tIFE sa, WI Rz yl 


1 r 
y- 十 M- 二 三 
<zIy El MM 


这 里 的 倒数 第 二 个 不 等 式 用 到 了 不 等 式 (7.4 一 4) 、(7.4 -6). 根据 压缩 映射 原理 , 算 
子 氏 五 ") 在 By， 纪 中 具有 唯一 的 不 动 点 x 由 于 y 与 有关, 记 为 一 乒 杂 , 故 
Rx AD)=0. 

(2) 在 结论 (1) 中 取 z= w,， 有 y= 矿石 ). 

(3) 证 3 三 大力 在 1 zx 有 1 二 r 中 连续 . 设 | a 一 1 三 rz 一 1 二 n 令 44= 
碎 n)，¥ 二 A a) ,由 到 zx 史 定 义 及 (7.4-6) 式 , 有 
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Ra RON = 12 一 1 一 1 ,1 
I sn, ¥)— Ra, N+ Ra) a, 4)l 
< sslt En, WTIRa, 1)— Ra, »)]1 


么 


从 而 有 
lx— sl 2a, WTIRs, 3)— Ra, 1 
<2MI Ra, -Rn, yl 
由 于 下 关 于 z 连 续 , 故 当 za 了 时, 有 一, 即 有 ) 一 用 wa)，f 力 的 连续 性 得 证 . 
U 

隐 函 数 存在 定理 的 特殊 情况 是 反 函 数 定理 . 

定理 7.4.2 设 X,Y 是 实 Banach 空间 ，DCX 是 开 集 ， wnE D, 且 了 满足 ， 

(1) fa)=y: 

(2) f( 力 在 五 的 某 一 邻 域内 连续 , 且 (ww); X>Y 具 有 有 界 道 ， 
则 存在 之 0, 之 0, 使 当 1 1 二 rz 时 ,大刀 = 在 1 二 1 二 r 内 存在 唯一 连续 解 
7 二 区 ,满足 二). 

证 在 定理 7.4.1 中 取 2Z=Y，R zw 二 及 D 一 y 便 得 结论 . U 


7.4.2 隐 函 数 的 可 微 性 定理 


定理 7.4.3( 隐 范 数 的 可 微 性 ) 在 定理 7.4.1 条 件 (1), (2), (3) 之 下 , 再 设 Rw» 
满足 F(z 驴 ， F(x 罗 在 (五 ，%) 的 上 述 邻 域内 存在 且 连 续 , 则 存在 这 0， 态 0. 使 得 
定理 7.4.1 所 确定 的 唯一 解 y= A 办 在 1 二 五 1 二 r 内 具有 连续 的 Frechet 导 算 子 , 且 有 


天 (可 = 一 [FE(zm RDT' F(x, AD) (7.4-7) 
证 由 定理 7.4.1 知 存在 连续 映射 f; 以, (CD 了 以 y,， 9CY, 满足 
Raz AD)=0 (7.4-8) 
对 xE Bw 办, 取 革 hE 有 访 , 则 所 zt 有 DE Ry, 人 9, 于 是 
Rizth, 及 z 十 月 ) 一 0 (7.4-9) 


由 (7.4 一 8) (7.4 一 9) 式 及 F(z 在 (zf 力 ) 连 续 可 微 , 再 注意 到 f, 已 ,已 的 连续 性 , 有 
0= Rrth Rrzth)— Ra RD) 
= Rrth Rrth)— Fr frth) 
+Rzx Rrth)— Ra AD) 
一 开 ( 无妨 )4 十 玉 ( ROR ztD— FD) 
十 三 (五 KD), Ch KzthD— FD)) 
其 中 Cz RD) Ch zt 一 把) 三 ALEh 十 zt 必 一 RD J] 由 于 
F(x， ft 力 ) 具 有 有 界 逆 , 则 存在 M>0, 使 得 
TCR(z RDT F(z RDh— (RI+D— RD 


< MI wkz RD Ch Azth— RD (7.4-10) 
令 1 hl 一 0, 有 1 z+ 放 一 玉 力 1 一 0 则 (7.4 一 10) 式 右边 趋 于 零 ， 即 有 
f(D =—[FE(n ADT' F(z AD) 山 
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7.4.3 举例 


例 7.4.2 微分 方程 解 对 初 值 的 依赖 性 . 
考虑 微分 方程 的 Cauchy 问题 ; 


= ftD 
{ RR (7.4-11) 
带 前 ) 一 醒 


其 中 z 和 f( 4 忆 是 某 Banach 空间 EE 的 元 素 ，z: [于 [4， 4 一 尼 的 抽象 画 数 (4 二 6，1 为 
任何 实数 ), 问题 (7.4 -11) 等 价 于 如 下 的 积分 方程 : 

xD 一 二 -| Rr AD) dr=0 (7.4 一 12) 
将 方程 (7.4 -12) 写 成 算 子 方程 

Fn, xDb) 一 0 (7.4-13) 
这 样 一 来 ,上 是 映 EX CE 5，4]> Ce[ 4，4] 的 非 线性 算 子 . 其 中 Cs[ 4，#] 为 定义 在 [ 4， 
1] 上 并 在 E 中 取 值 的 连续 可 微 的 抽象 函数 的 全 体 ， 如果 函数 f(t， 力 连续 且 对 ( t, 力 有 连 
续 偏 导数 , 则 表示 式 
0 一 | As aa) dr 


定义 了 一 个 将 G[4， 杂 一 Ce[5， 要 的 可 微 映射 ,从 而 Rw，x( D9) 也 是 对 区 四 可 微 的 算 
子 , 它 对 z 的 微分 为 


F(a, DUD= MD—| fl ADMDdr (7.4-14) 


F( wm, 力 是 ( 祭 [4，4] 一 Ce[s，4] 的 算 子 ， 忆 是 可 道 算 子 . 事实 上 , 对 任何 X DE 
Ce[4，4], 方程 
FunD= x 
或 
MO 一] fs ADMDdr= XD 


与 具有 初始 条 件 Ki) 一 X 4) 的 微分 方程 
dD 
dt 

等 价 , 而 方程 (7.4 -15) 是 具有 连续 解 的 线性 方程 则 这 个 方程 在 L4 ， 4] 上 有 唯一 满足 初 
始 条 件 的 解 4= A D5. 这 就 证 明了 已 的 可 道 性 . 

对 算 子 方程 (7. 4 -13) 应 用 隐 函 数 定理 , 方程 (7. 4 -13) 具 有 唯一 解 z= zx( DD， 而 这 个 
解 与 初始 值 有关, 记 为 xn 五 )， 它 以 连续 可 微 的 形式 依赖 于 邦 . 

特别 地 , 若 取 ER" 则 可 以 得 到 * 微 分 方程 组 的 解 连续 可 微 地 依赖 于 初始 条 件 "的 
结论 . 

例 7.4.3 考虑 非 线性 积分 方程 


1 
式 昌 一 让 Rs et AD) dt (7.4—16) 


— f(t ADMD= yD (7.4-15) 
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其 中 K(s 4 四 ，KCs 8 四 都 在 0< s 儿 1，E [一 w 可 上 连续 ，o 为 某 一 正 数 ，) 为 参 
数 ，K( st, 0)=0. 证 明 ; 若 为 去 0 不 是 线性 积分 方程 


人 
A9= Ks OADdt (7.4-17) 


的 特征 值 ( 即 x9 二 入] KCs 60) x df 没有 非 夫 解 )， 则 存在 安 0， 它 0(r< ,便当 
1 和 一 过 rr 时, 方程 (7.4-16) 在 GT0, 1] 中 没有 满足 | x 9 1 二 r 的 非 零 解 . 
证 考虑 积分 算 子 
Kx 一 | Ks A 0) di (7.4—18) 


容易 证 明 算 子 K: 及 0, ;={ xzE C00, 1]|11 zl 所 qd 一 (0, 1] 是 连续 算 子 . 下 证 : Y mE 
Bo0, @, hE C0, 1], mm 十 AE Bo, wW 时 , 有 


LW =] Kst a(OMD dt (7.4-19) 
事实 上 , 令 
Th(9 =].Ks 和 a(DIMD dt 
则 | Km 十 用 一 Km) 一 了 1 


1 1 
咱 [Kost a(D+MD)— Ks 4 (9)] dt 一 | Kst a(OMD dl 


UI 


| ERGs t a(O+ MD) — Ks i aC)IMD dal 


ol] Ks atd+m DK(s nm a(0) ld 0<<0<1 


从 


{7.4—20) 
由 K,(s 4 办 在 [0, 1]X[0, 1]X[ 一 a 可 上 一 致 连续 , 故 Y o>0, 36>0, 当 1 hl 一 人 
时 , 有 _ | 
| Kst atD+mD)— K(s t a(D) | 一 上 
故 由 (7.4 -20) 式 , 有 
| KCa+h— Ka)— Th <el hl 
从 而 K'(#)h= m=] Ks t ADMD dt 


再 由 K,(s +t 力 的 一 致 连续 性 , 则 对 任何 zE B00，d, 当 1 1 一 0 时 , 有 

1 K( 力 一 KX a) 1 一 0, 故 K* 力 在 K0， 四 连续 令 
RAD= 7 Mz 
显然 方程 (7. 4 -16) 有 解 < 一 和 了 =0 对 zx 有 解 . 
F(a DD= 有 一 MK 
由 前 面 讨论 知 已 (4% 力 连 续 ， 又 为 不 是 (7.4 -17) 的 特征 值 , 即 [ /一 入 K"( 9]h=0 没有 非 
零 解 , 故 FCA， 人 = [一 入 K"( 人 有 有 界 道 .由 隐 函 数 定理 知 ,存在 过 0，5>0。 当 14 一 入 | 
三 r 时 , 方程 RX, 力 =0 在 1 zl 三 +r 内 有 唯一 解 z= x 办 , 但 有 三 0 为 方程 (7.4 -16) 的 
解 , 故 z= x 为 三 0. 
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7.5 泛 函 极 值 问题 


在 微 积分 中 , 应 用 导数 研究 函数 的 极 值 问题 取得 了 巨大 的 成 功 . 这 一 节 , 我 们 用 Ga- 
teaux 导数 与 Frechet 导数 去 求 Banach 空间 中 泛 函 的 极 值 ， 与 微 积分 中 的 情况 类 似 , 我 们 
要 讨论 泛 函 取得 局 部 极 值 的 必要 条 件 、 充 分 条 件 以 及 条 件 极 值 问题 . 


7.5.1 泛 函 极 值 的 必要 条 件 


定义 7.5.1( 极 值 ) 设 X 是 实 Banach 空间 ，DC X，f 是 D 上 的 实 值 泛 函 , wa€ D, 车 
存在 的 某 一 邻 域 CC 5)C D, 使 得 对 任何 zE OU wn), 都 有 
Ra)<AD (7.5-1) 
则 称 二 为 了 的 局 部 极 小 点 ， 瓦 石 ) 称 为 了 的 局 部 极 小 值 . 简称 极 小 值 . 类 似 地 ,可 以 定义 
了 的 局 部 极 大 值 ， 极 大 值 、 极 小 值 统称 极 值 . 
如 果 (7.5 -1) 式 中 的 等 号 去 挤 , 则 相应 地 称 为 严格 极 值 . 
定理 7.5.1 如 果 f 在 mn 点 取得 极 值 , 并 且 在 w 点 f 具 有 一 阶 变 分 SA 有 wD, 则 
Sf nm, DD=0. 
证 对 于 任何 ME X, 考虑 函数 KD= tw 十 tD, 因 f 在 处 取得 极 值 , 即 KV 在 
5 三 0 点 处 取得 极 值 . 故 有 
fn 1 = lim 


推论 7.5.1( 必 要 条 件 ) 如 果 了 在 五 
Frechet 意义 下 ), 则 有 


Lat Rn) 0) =0 U 


点 取得 极 值 , 且 在 五 点 可 微 (在 Gateaux 或 


fl(n)=0 (7.5-2) 
称 满足 万 ( 力 二 0 的 点 为 了 的 驻 点 (或 临界 点 ). U 
例 7.5.1 设 X= 00, 1]， 
' 
AD=|, a AD, pdt (7.5-3) 
2. 


其 中 g( zw 是 连续 可 微 函数 . 根据 例 7. 2. 4 可 知 


> 
Sz =] g(AD, DMD dt 


再 根据 定理 7.5.1, 车 /在 xDE 0, 1] 取 得 极 值 , 则 对 任何 DE C0,1]J 有 fz 从 
=0, 这 就 表明 g( xz D， 0 一 0. 事实 上 , 对 每 一 x DE CL0, 1]，g,( xD 0 是 t+ 的 连续 函 
数 . 如 果 存 在 4E [0, 1]( 不 妨 设 4E(0,1))，g, 在 点 不 等 于 零 , 比如 g(x 4), 4) 这 0， 
则 这 个 不 等 式 在 《 的 某 一 邻 域 (a。 肪 己 (0, 1) 内 也 成 立 , 令 
mo= (6? rE [“ 同 
0 tE [eu 问 
就 有 
站 gE(AD, DMD dt>0 


202 


这 与 和 及 了 有司 =0 相 矛 盾 . 因此 ，g,( 区 0D 了 一 0. 一 般 说 来 ,方程 &( 冯 0D=0 可 以 确定 某 
一 曲线 ( z= x 了 ), 在 这 条 曲线 上 , 泛 函 (7. 5 -3) 式 可 能 取得 极 值 . 
例 7.5.2 设 X=C[a, 且 . 泛 本 J: X=R 定义 为 


WD=| AAD, DD dt (7.5=4) 


这 里 以 五 mw 作 具 有 二 阶 连续 偏 导数 , 根据 例 7.2. 5, 对 在 mw 45 点 取 零 值 的 h( DE 
Cre 可 , 有 


， 
(月 一 | | se) hd dt 
再 由 定理 7.5.1, 车 /在 Re 则 有 
经 用 一 | 全 -He ja di=0 YMDE CI (7.5-5) 
与 例 7.5.1 讨论 相同 , 可 得 
i =0 (7.5—6) 


这 就 是 所 求 极 值 点 x 9 满足 的 方程 . 称 之 为 欧 拉 一 拉 格 朗 日 (Euler -Lagrange) 方 程 . 
利用 复合 函数 求 导 法 ,方程 (7.5 6) 可 以 改写 为 


丰 一 咒 一 疏 ， TI— gr,=0 {7.5—7) 
有 一 种 特殊 情况 , 如果 & 中 不 显 含 1: 工 ), 这 时 方程 (7.5 一 7) 变 为 
BR Ror — grr"=0 (7.5=8) 
再 由 
玉手 PE 
则 (7.5 一 8) 式 简写 成 [ri 
srg= kK {7.5—9)| 

这 里 尺 为 常数 . 


例 7.5.3( 接 线 问题 ) 在 欠 直 平面 中 不 同 高度 上 网 
出 两 点 A 和 BA 高 于 及 设 一 质点 在 初速 度 为 零 且 
受 重力 作用 的 情况 下 . 沿 光 洪 曲 线 由 点 和 4 无 摩 振 地 滑 生 
到 点。 问 光 江 和 线 具 有 什么 和 的 形状 。 使得 汶 和 的 叫 | 
间 最 短 ， 这 个 问题 在 历史 上 被 称 为 接线 问题 ， | 六 
为 方便 描述 , 建立 坐标 系 如 图 7 一 1 所 示 . 设 所 求 昌 也 、 ~ 

线 为 人 其 方程 为 图 ?7-1 

y= XD 

M0 =0, Xa)=y 
则 质点 运动 的 速度 为 


_ yD dr SC 


其 中 :表示 施 长 . 于 是 d 丘 THTY(0D dx 质点 从 A 沿 /运动 到 B 所 用 的 时 间 为 


ls 
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J = ty dr 


， v 
再 设 质点 的 质量 为 m, 则 根据 能 量 守 恒定 理 , 可 得 


Tm = mgy 
} 3 


由 此 求 得 呈 此 8yY 于 是 有 


JJ 史 一 一 dz (7.5-10) 


在 (7.5-10) 式 中 , 愉 3 yY， 刀 不 显 含 二 根据 方程 (7.5 -9)，X 了 应 满足 方程 


即 Xl+y 
引入 参数 使 得 y=cotp, 则 
K kK 2 及 
一 = K sin' g= (1— cos2 
nh er i rh dk eet 
dy_ 2K sing cos | 
dz 一 孚 = 一 9 一 2K sin gdp= Ki(l—cos29 dp 


积分 可 得 
z= Ke Kk Eap sin2p 上 到 


由 X0)=0 知 Kk 二 0. 再 令 时 2 儿 及 把 ， 便 得 
1z 一 RO—sinn 
ly= RA1—cosD 
《7.5 一 11) 正 是 以 半径 为 R 的 圆 沿 z 轴 滚动 时 的 摆 线 方程 ， 尺 由 另 一 边界 条 件 yn) 二 3 
所 确定 . 
7.5.2 泛 函 极 值 的 充分 条 件 
在 微 积分 中 , 关于 多 元 函数 的 极 值 问题 , 需要 考虑 函数 的 二 阶 微分 , 并 有 以 下 的 结论 : 
《1) 如 果 函 数 用 nn，z，…， 韦 ) 在 古 一 ， 五 ) 点 取得 极 小 值 (或 极 大 值 )， 


则 7 在 工 点 的 二 阶 微分 d 请 0( 或 三 0). 
《2) 如 果 函 数 所 五 ， 五 ，…， 五 ) 在 五 一 ( 首 ， 首 ,…， 怀 ) 点 满足 条 件 


(7.5-11) 


df=0 或 = i=1,2, m,n 
且 

= 2 dn > 或 f(am) 正定 
(d 二 (d5， dd 五 ,dd 元 ) 了 0), 则 7 了 在 五 点 取得 极 小 值 ( 当 了 五 ) 负 定时 ， 丰 在 五 点 取 
得 极 大 值 ). 


这 就 是 说 , 多 元 函数 二 阶 微分 的 非 负 性 是 极 小 值 的 必要 条 件 , 而 其 正定 性 是 极 小 值 的 
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充分 条 件 . 下 面 , 我 们 希望 把 上 述 结论 推广 到 抽象 空间 中 去 . 关于 结果 (1) ,我 们 有 以 下 的 
定理 . 
定理 7.5.2 设 X 是 实 Banach 空间 ， 户 X=R , 且 7 在 厂 E X 点 的 某 一 邻 域内 具有 
连续 二 阶 强 微分 .如果 7 在 n 点 取得 极 小 值 , 则 
dRa)= Fa) 正三 0 《7.5 一 12) 
证 根据 定理 7.3.4, 对 任何 an€ D, hE X,， 有 十 hE D, 有 


碎 加 十 入 一 有 w) 一 (Cm) ht 二) 十 区 二 AL) 
如 果 在 w 点 泛 函 了 有 极 小 值 , 则 f( 五 ) 一 0， 从 而 有 
A 二 用 一 及 mn) = 应/ D+ ao AI (7.5-13) 


如 果 存 在 hE X, 满足 
Fino0 (7.5-14) 
那么 , 由 (a)(eh) 二 &E 1( w)R(Y Ee>0), 故 存在 范 数 可 以 任意 小 的 满足 (7.5 一 14) 


式 . 对 于 充分 小 的 1 Al ， 则 (7.5 一 13) 式 右边 的 符号 取决 于 立 六 五 ) 尼 。 因 而 得 到 
太古 十 和 一 a) 二 二 fm) talnhl =o 


即 了 在 w 点 不 取 极 小 值 . U 
关于 结果 (2), 却 不 能 简单 地 平移 "到 抽象 空间 , 可 看 下 例 . 
例 7.5.4 考虑 Hilbert 空间 上 上 的 泛 函 
AD=» 三 2 
7 二 (nn， 加， ) EY， 容易 得 到 , 对 /Ch 大, hh) E17， 
dfl0, DD = fF(0)h=0 


dO, ND= ro) 及 一 2 名 >0 当 太 产 0 时 
n 


一 


而 KD 在 天 一 0 点 不 取 极 小 值 事实 上 ，K0)=0, 对 4=| 0,…, 0， 了 0, jE7, 有 


AND= A0, ,0, 土 , 0, = 圭一 上 <0( 当 11 时 )， 从 而 在 ==0 点 的 任何 邻 域 ， 
于 | 刀 亚 


都 存在 太 力 三 A0) 的 点 到 即 KR0) 不 是 极 小 值 . 

这 个 例子 说 明 : 对 于 实 Banach 空间 上 的 泛 画 ，/"( n) 正 定 未 必 保证 了 在 xn 点 取得 极 
小 值 , 为 此 ,我 们 引入 下 面 的 定义 . 

定义 7.5.2( 强 正定 ) 如 果 存在 常数 C>0, 使 得 对 任何 hE X, 都 有 

fimR> Cl hl (7.5-15) 

称 A/ 二) 是 强 正定 的 , 或 称 二 次 泛 函 /( a) 片 是 强 正定 的 . 

定理 7.5.3( 充 分 条 件 ) 设 X 是 实 Banach 空间 ，f: X>R ,满足 ; 

(Ddfn, P=f(n)h=0, 

(2) 中 及 天， 月 = 证 ) 上 是 强 正定 的 ， 
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则 7 在 点 取得 极 小 值 - 
证 由 条 件 (1), 有 


十 入 一 及 ) = 去 Fa) 及 a AN? 
再 由 条 件 (2), 则 存在 C>0. 使 a) 放 宇 Cl hl *, 选 过 0 充分 小 , 使 当 1 Al 一 < 时 , 有 
1 4 1< 寺 Cl nl. 于 是 


w+ 用 一 A) 之 圭 Cl41 一 十 Cl hl = 于 CLAN > 


即 到 ) 是 极 小 值 . U 

注 7.5.1 在 有 限 维 空间 中 , 二 次 泛 函 六 5) 用 正定 与 强 正定 是 等 价 的 , 因此 , 在 一 
阶 微分 等 于 零 , 二 阶 微分 正定 的 条 件 下 ,可 保证 函数 有 极 小 值 . 在 无 穷 维 的 情形 , 强 正定 
较 正定 是 更 强 的 条 件 .在 二 阶 微分 强 正定 的 条 件 之 下 , 可 保证 泛 函 取得 极 小 值 . 


7.5.3 条 件 极 值 问 题 


上 面 说 到 的 极 值 按 习惯 称 为 无 条 件 极 值 ， 当 有 约束 条 件 时 , 称 为 条 件 极 值 . 在 实际 问 
题 中 , 有 各 种 约束 条 件 , 最 常见 的 有 等 式 约束 条 件 和 不 等 式 约 东 条件， 这 里 我 们 仅 讨 论 等 
式 约束 的 极 值 问题 . 

设 X,Y 都 是 实 Banach 空间 ，f: X>R ，H， XY 考虑 f 在 条 件 

H(iD=0 《7.5 一 16) 
之 下 的 极 值 问题 . 

定义 7.5.3( 正 则 点 ) 设 已 FDCX 为 开 集 ) 一 Y 的 映射 ， 下 在 已 上 Frechet 可 微 ， 

如 果 ED, 使 得 严 ( 五 ) 是 从 X 到 了 上 的 映射 ( 满 射 ), 则 称 是 下 的 一 个 正则 点 . 


2 的 秩 等 于 由 


EE 


例 7.5.5 设 FR >R”, 如 果 ER", 使 F(%)=| 


则 % 是 下 的 一 个 正则 点 . 

引 理 7.5.1 设 f 在 满足 约束 H( 办 二 0 的 条 件 下 , 在 waE X 点 取得 局 部 极 值 , 且 了 
和 万 在 包含 石 的 某 一 开 集 OK 五 ) 中 Frechet 可 微 ， 是 五 的 正则 点 ， 则 对 于 任何 满足 
Ha)H=0 的 hMEX, 都 及 ai-0. 

证 为 确定 起 见 , 不 妨 设 去 是 局 部 极 小 值 点 .考虑 算 子 FX 一 R' XY, 其 定义 为 
R=( f 力 ，H( 必 ). 如 果 存在 hE X 使 得 HC#n)4=0, 而 三 (mm)h 关 0, 则 F( mm) 一 
(F(a)，H'( a)): X>R' XY 映 上 的 ( 满 射 )( 因 H'( w): XY 是 映 上 的 ). 根据 反 函 数 
定理 (定理 7.4.2), 当 正 数 充分 小 ( e<= 台 时 , 对 位 于 点 (Kw),0) 二 ( Aw),，H(w)) 的 
邻 域 的 点 (fn) 一 6 0), 方程 RRD=( A w) 一 6&0) 有 唯一 解 zx 满足 | 一 五 1 一 上 这 
与 是 条 件 极 小 值 点 相 巴 盾 . U 

定理 7.5.4(Lagrange 乘 数 法 ) 设 X,Y 都 是 实 Banach 空间 , 并 设 : 

(1) 泛 函 :XR' 在 X 上 Frechet 可 微 ， 

(2) 映射 用，X=Y， 甩 是 Frechet 可 微 的 ， 满足 FH 力 =0, 且 万 是 万 的 正则 点 ; 

(3) 五 力 在 五 取得 极 值 ， 
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则 存在 yE Y ,使 得 对 任何 xzE X, 都 有 
Ca) zhHy(H(am) 力 =0 (7.5-17) 
或 
f(t+y H(m)=0 (7.5-18) 
证 由 引 理 7.5.1 容 易 看 出 ， 矿 (五 ) 与 H'( w) 的 零 空 间 NG H'( ww)) 正 交 , 再 由 于 
H'  ) 的 值 域 是 YY 是 Banach 空间 ) ,根据 值 域 定理 (定理 4.6.5) 有 所 ( 厅 ( 五 )) ) 一 
(CNCH(m))),， 从 而 Fa)E ROH'( wn))"). 因此 , 存在 》EY ,使 得 
fim)=—(H(a) yy 
即 对 任何 zE X, 有 
fmr=(f(n), DD=—((H(n) yy, 
=—(y, H(a)D=—y H(n)r 
即 有 
f(D+y H(n)=0 U 
注 7.5.2 定理 7.5.3 说明: 如 果 wwE X 是 条 件 极 值 点 , 则 存在 y EY ,使 得 如 是 
lagrange 泛 函 
LD= RD+y HD (7.5—19) 
的 一 个 驻 点 . 这 样 就 把 条 件 极 值 问题 化 为 无 条 件 极 值 问题 . 
对 于 特殊 情况 Y 一 R”， 条 件 (7. 5 -16) 式 可 写成 


re 
($=0 
全 人 (7.5-20) 
上 


五 是 映射 甩 =( 甩 ， 压 ，…， 及 ):，XR' 的 正则 点 , 可 规定 为 于 ( 五 )=( 厅 (五 )， 
于 (加 ),…，H.( 加 )) 是 映 上 的 , 这 等 价 于 个 线性 泛 函 Hi(w) ,及 (w),…，H.( wn) 是 
线性 无 关 的 . 根据 定理 7. 5. 3 有 下 面 定理 . 

定理 7.5.5 设 /Hi，H,…，H, 是 X>R' 的 泛 函 , 且 它 们 是 Frechet 可 微 的 , 如 
果 五 是 泛 函 /在 约束 条 件 (7. 5 -20) 式 之 下 的 极 值 点 , 且 五 是 肛 的 正则 点 , 则 存在 (入 
入 ，…，4,)ER", 使 得 


fF) + XA) =0 (7.5-21) 
证 在 定理 7.5.3 中 取 Y=R",Y 二 (R")” 二 R", 便 得 结论 . 
例 7. 5. 6( 等 周 问题 ) 在 连接 两 定点 A 及 B 而 长 度 为 (1 大 于 A、B 两 点 间 的 距离 ) 的 
光滑 曲线 中 ,确定 一 条 曲线 , 使 得 它 和 直线 AB 一 起 围 成 最 大 的 面积 . 
解 如 图 7 一 2 所 示 , 以 过 A、B 两 点 的 直线 为 + 轴 , 且 设 mn、z 分 别 为 A、B 的 横 坐 
标 . 不 妨 认 为 所 求 曲线 在 区 间 [ mn ，z ] 上 是 单 值 函 数 y= X 力 ,于 是 问题 化 为 求 泛 函 
RD=| A Dd 


在 约束 条 件 


上 NE 至 | 了 


we | 
之 下 的 极 值 | de | 
根据 定理 7.5.4, 极 大 值 点 X 加 是 汉 孙 | We | 
UD=| [EXa+A RTD dA | ss | 
的 驻 点 ， 代 人 方程 (7.5 一 9)(1= 区 ww) 不 显 许 四 Sa | 
er 上 YN 
区 2 ty 图 7-2 
从 而 
A 
; 3 
或 
(一 及 dy 
积分 得 


(2— 0 +(y— A =% 
所 以 , 等 周 问 题 的 解 是 一 条 通过 A 如 两 点 且 长 度 为 1 的 圆 弧 ， 其 中 参数 hc。X 要 由 边界 
条 件 及 圆 弧 的 长 度 ! 来 确定 
有 关 条 件 极 值 的 更 多 的 例子 , 可 参看 文献 [1 和]. 


习题 七 


1. 设 X= 了 Y=R' ,定义 XY 如 下 ; 
RD= Di Dm 


其 中 ，3=( 忆 ， 为, 而， EL, 证明 下 在 X 上 连续 , 但 下 无 界 ， 
2 投 和 CCDw 且 ; Y= Ca 司 ， 大 CL 用 ->(Lw 辐 定 义 为 
(RDD= zp +[LIADT 
验证 /在 CLa 由 上 每 一 点 都 Frechet 可 铬 ,并 录 /在 hE CLa 间 点 Frechet 导数 《其 
中 CLa, 癌 中 函数 的 范 数 为 上 | 二 可 ax 区 0 十 az(81.) 
3. Hammerstein 积分 第 子 


‘TD(0=] Kir gas AD) ds 


其 中 积分 核 K( 4 在 正方 形 长 4 丘 5 上 过 捷 ,由 Ww 人 在 玫 乒 h 一 <0 十 eS 上 连 
续 ，&( wu 驯 在 这 一 区 域 上 一 玛 连 续 . 验证 :; T， ([a, 闭 >([ a 癌 , 且 TT 在 CLa, 加 上 是 
Frechet 可 狼 的 ， 并 求 F'( 五 ). 
4. 设 义 是 实 自 反 Banach 空间 。 AGE 以 X= ) 且 从 是 正 算 子 , 即 (Az 二 0， 显 然 
208 


它 的 共 辑 算 子 A E 的 XXX ), 定义 办 X=R 如 下 ， 
HD=(ArD 

求 9(D. 

5。 用 AM nX 内 表示 nX n 实 矩阵 的 全 体 , 把 M nX 用 看 作 BAR">R*), 则 M nX 力 是 
一 实 的 Banach 空间 , 记 GL 态 ={ AE AM nX 加 | 和 可逆) ,证 GL( 克 是 MnX 雹 中 的 开 集 ; 
定义 喘 射 F GL 六 一 MG MX 六 为 

RA=A' 

证 明 下 在 AE GL( 愉 Frechet 可 微 , 且 有 FC( 和 DH= 一 A "HA '. 

6. 证 明定 理 7. 3. 4. 

7. 求 泛 函 用 加 二 ] (研一 2zcosp dt 满足 边界 条 件 K0) 一 x) 二 0 的 模 值 曲线 。 


8. 《最 小 曲面 问题 )。 在 xOy 平 面 上 ,连接 两 点 碟 而 ，%)、 有 4) 的 所 有 曲线 中 ， 
找 出 这 样 一 条 曲线 y= X 加 ,使 它 绕 Oz 轴 旋转 一 周 所 成 曲面 有 最 小 面积 . 


= 一 


附录 ”部 分 习题 参考 解答 或 提示 


习题 一 


7. 不 妨 设 3 三 所 了 (一 ce 二 二 十 c=) 单 调 增加 ,其 间断 点 全 体 记 为 上 对 任意 2， 志 
E 及 aa 一 za), 有 
An—D<Aat) 天正 一 0) 一 天王 十 0) 
记 A = RA), Ant0)) 
Ha)=(R a 0), Ant+0)) 
则 Xa) 站 A 有 a) 二 名. 分 别 在 广 2)， A ) 中 取 定 有 理 数 ，， 则 二 rs. 对 每 一 式 
EE 作 X), 并 选 5 则 不 同 的 对 应 不 同 的 有 理 数 ”, 从 而 E 与 有 理 数 集 
Qe={n,|InER 
构成 一 一 对 应 , 而 Qs 是 至 多 可 列 集 , 故 E 也 是 至 多 可 列 集 . 
8. 由 于 A 是 可 列 集 , 记 ,是 由 A 的 ”个 元 素 构成 的 集合 之 集 , 易 知 E. 是 可 数 集 
(三 1,2, 3,…), 则 A 的 有 限 子 集 构成 的 集合 可 以 写成 
A=UE 
由 定理 1.1.3(2) 知 A 是 可 列 集 . 
10. (3) 将 (0, 1) 中 的 全 体 有 理 数 排列 为 
人 首 wiee9 了 5 we 
而 [0, 1] 中 的 全 体 有 理 数 可 排列 为 


0 1, nn, po 


作 它们 之 间 的 对 应 如下: 


「 
1 
区 z= nn, n>2 
I Zz 是 (0, 1) 中 的 无 理 数 
则 加 是 (0, 1) 与 [0, 1] 间 的 一 一 对 应 . 
14，ACA 显 然 , 下 证 A 是 开 集 . 对 二 EA ,由 于 五 是 A 的 内 点 , 故 存在 5>0, 使 
OQ ,DCA;: 对 任何 五 GO 五 ， 团 , 存在 6>0, 使 O(m, 5)CA, 故 EA. 使 
CQ ay， CA, 即 A 是 开 集 . 
再 设 4CA 且 人 是 开 集 ， 则 对 任何 zE A，z 是 Ai 的 内 点 , 也 是 A 的 内 点 , 故 
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xE 信 , 即 入 CA ,这 就 证 明了 A 是 A 中 的 最 大 开 集 . 
ACA, 显然 , A 是 闭 集 . 如 果 和 汪 A, A 闭 , 则 对 任 xzE A', 有 zx 把 入 即 太 忆 A', 才 
太 卫 AU A'=A, 故 A 是 包含 A 的 最 小 闭 集 . 
16. 3Q0=[ a, H]. 
22. 由 BNCAU B=(ENANUCEND, (EN A EN DS. 则 有 
m(EN(AU BSm END+m ENSD 
m(EN(AU BB) m(ENAD+m( ENSD 


因此 只 证 明 
m(EN(AU BY>m(ENAND+m(END (WD 
m(EN(AU Bm(ENAD+m(END (B 
先 证 ( A) 式 . 对 任何 全 0, 有 开 集 CD 百 1(AU 态 , 使 
mm(EN(AU B+e 
由 
GIGN(AU B=(6N NUGND 
(GN MNGNB=8 
GN AD ENA 
GN BO ENB 
有 m(EN(CAU BD)+e> m6 
mG (AU BD) 
= KG 人 MD+mAoGnb 
mENAD+tm(END 
令 or0, 便 得 ( A) 式 .再 证 ( 及 式 . 对 任何 e>0, 有 闭 集 FE ENN( AU 已, 使 
mF> m(EIN(AU BD)—e 


由 
F= FN(AU B=(FN NDUCFNBD 
(FN MNFNDBD=8 
FI AC EN A 
FI BC ET B 
有 m (EN(AU B)— e< mF 


=mFI(AU BD) 
=mFN D+mAEND 
mm(EN D+m(END 
令 s=0 即 得 ( 刀 式 . 
25. 对 任何 e>0, 由 以 力 几 乎 处 处 有 限 , 故 存 在 正 数 人 使 得 


mE | 8|> 侣 << 至 
又 由 于 f.( 力 二 f( 力 ,于 是 对 任何 o>0, 存在 N= NCK, ,使 当 心 N 时 ， 


mE(1 了 .一 了 I>> 耻 ]< 笃 


易 知 
及 | fg— fal>ocRl gl>HUHIF- />H 
故 当 过 N 时 , 有 


mEC| fg— fgl> oS mE gl> + 四 IF 一 FI> 如 | 
把 十 芷 = 
夺 卫 十 芯 € 


亦 即 f(D A DS AD gD. 
26. 讽 f.( 力 ) 是 E 上 的 可 测 函数 列 , 记 
AD= sup f(D) 
对 于 任意 数 a。 
及 > @= Rsupf.> 3 = 及 至 少 有 一 个 .9 
=U Rf.>9 
由 于 f.( 三 1,2,3,…) 是 EE 上 的 可 测 函 数 , 及 天 二 四 是 可 测 集 , 因而 及 户 9 是 可 测 集 ， 
所 以 开刀 是 可 测 函 数 . 
27. 任 给 o>0, 有 
| f(D dzr=| .dzt| fdr> onE( f.> 0 
上 js He 
由 | dz 一 0Cn ee) 可 知 mE( 帮 宇 坟 0 即 J D>0. 
30, 由 函数 = 二 生 当 x 一 1 时 严格 单 增 , 可 知 
| 五 | 
TH FTI 1 fl 
从 而 可 知 


IF so) 
I FETT = BI fl>0 


由 此 可 推 知 


1 无 | ~ 


TF 0 nf0 n> 


1 无 | EY 1 无 | 2 “ 
车 | ,TFT dz 一 0(n ee)， 由 题 27 结论 , 必 有 Ti 7 0， 从 而 大 ( 妃 一 0. 
反之 ,车 (330, 则 有 HT 20. 又 
1 无 | 2 
有 下 n=1,2 


由 勒 贝 格 控 制 收敛 定理 , 有 


2 了 
Dl pd odss 
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习 题 二 


1. 不 是 距离 , 因为 三 角 不 等 式 不 成 立 (例如 , 取 王 1,， y= 一 1, z=0, d(x»= 
(=4, 而 dz 9=( 2 =1,dx) 


2. 注意 到 | 一 J 委 | 一直 十 | 一 二 (| 一 
3. 应 用 定义 . 
4. 令 所 0 一 三 六 0) 是 单调 增加 丽 数 . 
5. dt DE D+ 届 y 3 著 会 
dr A)=infd zr 3<inf[d zs y+Ay 2] 
=dr, »+ infd( » DW=dr YW+dy HD 
从 而 本 太一 本 3 用 大国 二 ,交换 二 wy 两 边 同 乘 以 一 1, 有 
—dx BERy 由 一 丰 二 用 
6. (2) 对 d ,由 应 用 Minkowski 不 等 式 ， 
《3) 应 用 三 角 不 等 式 . 
8. 车 A 是 开 球 O.(oE 了 的 并 , 即 A= 以 0 则 A 是 开 集 ; 反 过 来 , 若 A 是 开 集 , 则 
Y zxEA, 36>0, 使 Ox 50CA, 则 A= UO zx 0). 
9. 设 AC X,Y xzE A, 开 球 d 五 二 = 才 忆 4, 因此 A 是 开 集 . 同 理 可 证 A 也 是 


开 集 , 故 A 既 开 又 闭 . 
10. 可 验证 泛 函 f: X>[0, 十 c=)， 天 忆 一 过 二 用 是 连续 的 , 由 此 ,1 xzE XI dz 沪 
一 g= 广 ([0. 昌 ) 是 开 集 ; { xE XI 本 x 内 太一 三 ([0, 是 ) 是 闭 集 . 


12. 不 完备 ,考察 点 列 ! 六 CR ,而 lim arctan /厂子 , 故 | 中 是 R 中 的 基本 列 , 但 ( 加 
在 R 中 不 收敛 于 R 中 的 点 . 

13. 必要 性 是 定理 2 2. 56， 只 证 充分 性 ， 设 | 元 } 是 X 中 的 基本 列 , 对 s 一 示 -… 存在 
,使得 mE 加 时 ，d 志 ,二 ) 二 8， 不妨 设 As AS … 荆 由 <…， 作 闭 球 列 ， 


B= {ze XI ka a) eB) k=1,2,3," 
于 是 当 YE Bs 时， 
Ry 
因为 及 , 己 及 , 即 | 及 ) 是 一 列 单调 下 降 的 闭 球 套 . 由 假设 , 存在 xE 六, 因此， 
4 二 


即 尺 一 到 再 由 zz) 是 基本 列 , 则 z> 二 即 X 是 完备 的 距离 空间 . 


14.、 广 ( 丽 B) 广 ( 环 轧 ) 忆 B, 又 由 了 的 连续 性 ， 广 (KB) 闭 , 可 知 广 ( 下 DB) 
忆 巨 得 页 矶 刁 岂 羽 . 又 B 是 A 的 稠密 子 集 , 故 有 A, 所 以 下 万 刁 天羽 己 有 及 即 
不 国 在 入 中 稠密 . 

16. 取 EX 一 以 , 由 % 在 X 中 稠密 , 则 3 x.E ,使 > 国 , 而 二 是 X 中 也 是 
X 中 的 基本 列 , 但 | 五 ) 在 入 中 不 收敛， 故 X 不 完备 . 

L[a HIOKR a ,DDELLa H, DDERa A, PM Ra HALLa, A, 
故 区 a 司 不 完备 . 

17. 例 2.2.3 已 证 明 (La, 司 在 LL a, 司 中 稠密 , 只 要 证 明 G 按 LL w 颁 中 的 距离 在 
(La, 司 中 稠密 . 设 zE CL 月 ，VY 人 0, 取 AM mag|l xDl， 计 (ef(2AM) 作 二 如 下 ; 

AD 0 过 过 2r 一 人 
a(0 =4 A0) t= 2r 
线性 ”2r 一 6 一 :一 2x 


易 见 


2. vs 
1z—a1,=| | 


= (J AD— 本 (在 DM 
[0.(2M’] ?= & 
这 就 是 说 ，G: 在 CL0, 2zJ 中 筒 密 . 
19. Y EAs, 由 AA 周二 CA. 所 以 志 ) 有 收 伊 子 列 . 弯 韦 ) 收 化 于 ， 
则 可 证 a€ A， /=1,2,…, 故 wn A. 
20. 二 ”显然 
三 ”车 单 射 f 把 久 中 的 任何 紧 集 映 为 了 中 的 紧 集 , 则 可 证 :{ 过) 是 由 一 列 互 不 相同 的 
点 组 成 的 点 列 ， 五 一 五 (rce)， 王 关 帮 (mn 一 1，2，…)， 而 且 lim f( 云 ) 存 在 , 则 必 有 
lim Fz) 三 用). 由 此 易 知 若 | 五 } 是 一 点 列 , 且 五 ~ 于 (mc)， 则 | KR 式 )) 的 任何 子 列 
必 收 和 敛 ， 而 收敛 子 列 的 极限 为 wn), 所 以 lim 无 五 ) 存 在 , 且 等 于 肪 五 ), 即 灭 忆 在 五 点 
连续 . 
21. VI zjCC ME X, 由 于 XX 是 紧 的 , 故 x) 有 一 收 化 的 子 序列 | )，z， 陪 xE 半 由 
于 M 闭 , 故 xE€ M, 即 M 是 紧 的 . 
22. 根据 下 确 界定 义 ， 在 志 .ER，wEER, 使 
RR, FB)= inf, Kn Y= lmd x, 
由 于 忆 , 玉 是 X 的 紧 集 , 必 有 | 志 ),{ 3%), 使 一 4ER, ywEE, 再 由 A 另 
的 连续 性 有 d( 下。 EE)=limd( zy) 二 jimd x 3,)= 1). 


习 题 三 


3. 因 收 剑 数 列 必 有 界 , 故 GC1 ，, 易 验证 G 是 1 的 线性 子 空间 . 下 证 G 是 闭 的 . 设 
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1 1 
TT =(n ,2， 


= 
且 2 一 2*1 = 二 supl 才 一 累 ko 
于 是 , 对 任何 近 0, 存在 K( 自 然 数 ), 当 巡天 时 ,有 

1 一 2 pl| 一直 |< 十: 


注意 对 任何 m 当 有 尺 时 ， 
1 才 | 用 1 起 贞 [ 二 一 和 < 并 二 生 
固定 和 由 2* EG。, 即 iim z= 二 0, 所 以 有 N, 使 得 这 N 时 , 有 
1 必 |< 生 

于 是 当 这 N 时 , 有 | 直 | 一 es 即 如 EG ,由 此 可 知 G 为 志 的 闭 子 空间 . 

5. (提示 : 应 用 题 4 的 结论 )。 多 a 加 ) 二 (| #1 十 | 有 1 0 过 p< 不 再 是 一 
(五 ， 五 ) 的 范 数 , 因为 此 时 ! 是 4 #， 友 ) 二 1) 不 再 是 R 中 的 凸 集 . 例如 ， 

gl1, 0) = #0,.1)=1 

而 连接 (1。0) 与 (0，1) 两 点 的 连 线 的 中 点 为 | 二, 二 | ,而 


上 vs ve 
4 二 寺 =[ 基 +( 划 ] =(** 到 =>! 
因而 去 :下 etzl ga, 2) Sl) 
即 | 才 氏 十 ， 瑟 ) 撩 1) 不 是 凸 集 . 
6. VL a, 刁 显 然 为 线性 空间 , 易 证 | ”| 满足 范 数 公理 , 故 VL a， 症 是 线性 赋 范 空间 . 
下 证 VL w 及 完备 . 由 范 数 导出 的 距离 是 
dz DW=| A0— AOI+V ry 
设 | 二 ;是 VLa, 便 中 的 基本 列 , 则 Y 二 0, 3 N, 当 m n> N 时 , 有 
dre 1) 一 | OO— TDI Vm TE 
易 知 | 五 (D)} 在 [ e， 如 上 一 致 收敛, 记 极限 函数 为 zx(D. 最 后 证 x( DE V[a 症 , 且 
1 x— zl 一 0Corrcc). 
证 二 六 右 连续 . 设 A 姜 0， 
[AB— AtHAD | SI A — aD xD— z(ttAD] 
十 | z(tt AD— AttAD | 
利用 z(D 寺 AD 及 xz.(D 右 连续 可 知 x 四 右 连 续 . 
再 证 ; VW( 力 < 十 吕 , 且 上 三 一 zl| -0(orrcc)， 
因 | 二 } 是 VLa, 司 中 的 基本 列 , 所 以 Y E>0,， 3 N, 当 m nN 时 , 有 


| ze OO— TO I+ | (zDD— TDD) — (rt) — z(t)) | 
可 | 


lil<e 


对 一 切 分 割 A 均 成 立 ， 上 不 等 式 中 固定 > N, 令 nr, 得 


| A 一 I+ [和 
故 当 过 N 时 , 有 1 x 去 1 三 6 这 就 证 明了 A DE VLa, 中, 且 1 一 | 一 0(orrcc). 
7. 由 XE 0). 则 3 w 关 0，wnE XX, 如 果 离散 距离 d 由 范 数 上， | 导出, 则 有 
df0, nm)=1 nm-0l=lal=1 a#0 
do0,2a)= 12a—01 =21lml =1 25 天 0 
故 214a1=1 二 1 wl, 则 上 11 二 0, 即 “二 0, 矛盾 . 
8. 六 的 完备 性 . 设 +* 是 三 中 的 基本 列 , 其 中 2*=( 起 0 
0 导 K, 当 k 户 K 时 ,有 上 2 一 2 上 二 sup| 避 一 如 | 达 6 故 对 每 个 都 有 二 式 ; 
又 因 对 每 个 nn 当 亡 K 时 , 有 | 雄一 不 | 一 5 固定 刀 K, 令 刻本 ,有 | 如 一 | 所 
112， 3) 所 以 | 起 一 zl -0(k>co), 且 1 zl 三 1 xz* 上 十 6 即 xE 矿 , 完备 
性 得 证 . 
广 的 不 可 分 性 . 记 ME (z)1 二 取 0 或 1), 易 知 M 是 不 可 数 (此 时 M 与 二 进 制 小 数 
集 是 对 等 的 ), 且 z，3E M, 当 zy 时 ,1 一 中 =1. 车 二 可 分 , 则 存在 点 列 六 在 


让 中 币 密 ,取证 为 半径 作 开 球 0 3*， 填 |，Y xE ME ah 使 zxEol3 本 | 由 


于 M 不 可 数 ，O| 3， 计 | 可 数 , 故 至 少 有 一 个 df 六 ,于 | 中 含有 M 的 两 个 点 z， MX 二 


六 而 1 一 3 一 1 一 六 十 将 一 中 生生 六 1 二 1 六 一 y1 < 于 + 于 = 三 ， 
1 xz yl 一 1 矛盾 , 故 广 不 可 分 . 
9. 设 &) 是 X 中 任意 Cauchy 列 , 对 于 每 个 名 存在 nm, 使 得 当 mn > nn 时 ， 


1 一 5 二 让, 选 二, > mu 则 x) 是 ( 的 子 序列 , 令 w= 二 ,2 二 二 一 ,= 


而 


一 ,那么 一 > 本 ,并且 


全 


ETE 


ral pa 


于 是 疡 于 绝对 收敛， 根据 假设 之 五 收敛 , 即 5 一 sxE 和 因为 5) 是 Cauchy 列 , 有 
1 一 中 过 1 一 SS1+1w 一 中 一 0 因此 ,xx 一 sx 故 X 是 完备 的 . 


10. 设 之 二 绝对 收敛 令 s= 多 mi mn 时 , 那么 


Tas) = nt zt t+ zl < lnl 
即 ! sx) 是 Cauchy 序列 . 
12. 因 | 大 max| 五 | ,于 是 
1 zl 过 1 zl:< nl zl 
13， 必 十 且 =1 紧 ， 二 n 非 紧 . 
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14. 由 于 民 ，C',R”，C’ 都 是 有 限 维 线性 赋 范 空间 , 由 定理 3. 2. 4 知 ,这 些 空间 中 的 
以 任何 点 为 中 心 的 单位 球 都 是 该 点 的 紧邻 域 . 

15. 因 1 zl = 上 yl， 则 (x, 力 =( y， 为 ,由 于 X 是 实 空间 , 故 ( 普 =( yD, 于 
是 

(zt y 2 B=(n D+ D—(n DW—(% Y=0 

X=R 时 , 这 表示 : 若 平行 四 边 形 两 邻 边 相等 ， 则 对 角 线 相互 垂直 . 

当 X 是 复 空间 时 , 有 Re( z+ yw 盖 另 =0. 

16. 因 ( zx 翅 二 (zz 荔 , 则 ( 4 汪 台 =0, 特 取 王 让 名 则 Dv 二 wD 


三 0, 敬 wu 
1 az’ 一 ( 工 一 本 zDD 
=| x (x, D—(x z+ zl 
一 21 zl 一 2( mm D=0 mm 
18. 若 zL yw 则 


1 ztoyl’ = (rt ay, zt oay 
=(n DHAT DW+Ady DH al (yy 


= zl tl oll yl 1 zl 
车 I zteyl 之 1 zl, 且 YY0, 取 = 一 全 党 ,于 是 


0&(zt oy rtoy—l zl’ 
一 区 二 D+tady D+ ol l yl’ 
=—|(z plyl <0 
因此 , (五 =0, 即 zy 
19. Y={z€ | a =0, n=1,2,3,.) 
={z€ 1 w=0, j=1,2, mm, 寺 
20. (1) x€E B =xBABA, EEA, BCA, 
(2) z€E A zxA=>7E(A) 二 AC(A) .由 (1D==>A 刁 (A) )-. 再 由 AC 
(4)=>ACOUA)). 散 全 =((A +) 
21. 车 xzEM, yE N, 则 
(z, »=) ,xdx0 d= | [ A— DA— Pdt 


昌 xDxXadt= 一 | ADAD di=— (x » 
从 而 (二 一 0, 故 ML N 
对 2E CE 一 1 1], 令 a(D= 才 [AD 一 区 一 DJ], a(D= 唐 [AD 十 区 一 D], 则 


mEM, aeN 有 二 十 如 ,从 而 (一 1, 1]= MDN 
22. 由 归纳 法 可 直接 验证 得 甩 ( 5 二 2nH, 1(D, 易 见 且 二 1， 所 二 21, …, 一 般 地 ， 
,是 n 次 多 项 式 ， /这 m 时 ， 


(sg) = 2nd Te HODG2 mY HAD dt 
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= An | es HD HD di 
| HOHAD di= DD] HD dt 


ER de 
=(—1) 2 串 及 -05 dt 


= (一 D72"m HO Sd 
0 n> m 


2  m=m 
23. 一 车 z 可 以 表示 成 二 (0)e， 即 级 数 宛 (0) 收 伊 , 令 到 一 
PE ooEY 则 zz An> 中 ), 帮 xzE YY 
二 设 re 又 工 = se, 则 ZE 了, 于 是 厂 2E 名 因此 


(wz) = | D(z 0)0, el 
a 


=(n em) 一 (ze) 一 0 
即 中 6 n=1,2,3, 从 而 呈 闷 岂 攻 因 xsE 玉 ,xz0, 所 以 二 广 
24. 如 果 万 E 有 而 关 0， 而 上 天 (于 1， 2,，3，…)， 今 证 明 将 会 导出 矛盾 ， 取 自然 数 


NN, 使 得 > 1 ea 一 所 人 二 1 邻 名 = 思 (fh 昌 6r k=0,1,2,…， NB) 是 入 维 


空间 中 的 N 十 1 个 元 , 所 以 必 线性 相关 , 即 存 在 不 全 为 零 的 w ，a, …，ex， 使 2 mpg =0. 
此 即 

Bla ae="0 
由 6, 三 1,2,…,N， 线性 无 关 ， 则 


x 
(> oj elj=0 j=1,2m N 


著 记 = > ea 方 , 使 有 AL e( 产 1， 2, …， ND. 又 显然 hf(j= N+T1，N+2， …)， 于 


TAI 一 > 1 el = 2 1(0h ae) 
| 和 


= 2 10h ee)—(h 有 
' 


A 
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Sh 2 efl <A 


这 是 矛盾 , 即 这 样 的 万 不 存在 , 则 ! 了 f) 是 完全 的 . 
26. 参看 定理 3. 4. 6. 


习 题 四 


1， 按 定义 验证 线性 .| KA D1 三 NI zl 其 中 N=] .1 yDldalADIEMI zl, 


其 中 M=| a 十 I. 

2.f 是 有 界 的 , 且 1 fl 二 1. 

3. 对 革 ( x), | RADI=|antpal<min(|d, 1H)1 xl , 故 | fl max(| d, 
| 网). 

取 于 (sgna 0), 则 1 xl 三 1， AD 二 lal, 故 1 fl 三 同 理 可 证 1 fl 三 |pl, 故 
1 fl 宇 max(| aq, 1M). 于 是 1 f= 二 max(| a ,1M). 

4. 仅 验 证 三 角 不 等 式 

1 z 十 yl =max| AD+ XD | 十 max 1 (D+ yD 1 


= zl+lyl 
显 见 /是 线性 泛 函 , 在 CLa, 加 上 , 有 
| RD1=| ze [< my | AD + meg| zl= 1 zl 
即 7 在 C[e 司 上 有 界 , 且 1 fl 志 1. 
对 每 一 个 加 取 za( 0 二 sin a, 则 zl = 本 了, 
1zx(ol = | 站 ce = 如 
于 是 有 _ 
LADI IRD|I Io) 2rn 
Wp zr > al Tx > 5a 
故 f 在 CLa, 问 上 无 界 . 
5. 验证 了 是 CLa, 司 上 的 线性 泛 本 从 略 ， 
IRD1= 2ar0 | ol AD I zxO12 al 


= 1 lel 


故 171 志 2 1 aol. 
取 xADECa 且 , 且 |xXADI<1, 及 x)=sgnw, 则 


IRD1= |2ax0|=» lol 
If = ste | RD 1 ol 


所 以 171 = 之 1al. 


6. 因为 | KD|==|( zz 31 二 上 zl 1 xl ,所 以 1 FI 二 1 zl. 当 <=0 时 ,中 f1=1 zx 
1=0; 当 地 9 时 , 则 1 FL zl 之 | R31=(% 9= 4 zl ,fl |, 好 f= x 
1. 

7. 对 (下 , 让 )E WX 站 ,定义 (有 (而) 三 fi() 十 有 ( )， 直接 验证 可 知 
(有 ， 请) 是 XX 站 上 的 线性 泛 函 . 对 (i)E 和 XXX%， 

1(fi, fla, a) | S| fCn) | 十 | fa) llal+ lllal 

maxtl Fl, Flal+lal) 
赦 (fi, ECXXX) ,NF FN Emx Cl Fl)B XXXKTCXX 
XX). 

反之 , 对 任何 fE( XXX) , 记 fi(n)= 二 0), 则 | f(a)|l 夺 F111a1, 故 
iE 次 .同样 , 车 令 Fz) 一 X0，za), 则 万 E 是 . 易 见 /二 (fi,， FEXX 生 ， 即 
( 太 X 居 )CCWX 民 .因此 , (XXX) = 各 XK 

车 maxC 万 1 ,1 天 1 下 天 1 联 肥 *)CC 加 ,上 "上 =1, 使 得 (2) 一 上 所 
1 (or=ce). 于是，1 (了 1"，0) 1 =1, 而 且 re 时 ， 

(fs F200) 一 天 (机 "一 下 天 下 
故 上 (天 , 玉 )1 衬 1 下 下 二 max( 1 天上 ， 1 天 让) 同 理 , 车 max(1 天 1， 1 天 1 二 1 天 
1 时 ,也 有 (fk) 1 过 max 人 (1 天 上， 下 下 上. 所 以 1 fi， l=max(| fil, 1 大 
1 ). 
8. 由 于 aiE X- N 有 , 所 以 开 1) 关 0 YE 和 有 取 叶 帮 疝 ， 生 一 oa 则 /A 


A 
LE D 


= KD a nm)= RAD- 也) 二 0, 即 x 可 以 表示 为 
z= am 十 y yyENMD 
著 a wn 十 y=an 十 y% 则 一 3 三 (a-a) wn. 由 于 yy 一 yE NM 有 ,大 (a-a) fA)= 
A 2=0, BA ) 隆 0, 于 是 a 三 w 三 xX 故 z 的 表达 式 唯一 . 


171= 写 Kai 襄 。 ee) 是 X 的 一 个 基 , VEX 有 z= Doe 


且 
1 开刀 | = | 立 se|< maxl S191A0) | 
= 1 A 1 zl 


于 是 1 三 加 1 | 取 二 加 吉 二 三 sgn 则 1 |=1, 吉 所 6) 
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三 | Ke) |. 因此, Kn) 二 KITol pf 1 Kl. 


10. 因 XX 办 0), 故 3 w€E X, wm 关 0, 由 推论 4.2.1, 3 EX ,1 =1, (wm)= 
1 1 ,显然 了 有 


11. 当 上 1 关 0 时 , EX ,使 | fi1=1, Kw)= wml， 令 广 A 即 可 . 


Taal 

12. 利用 推论 4. 2. 1 及 题 10 的 结论 . 

13. 设 *=(2 有), 取 4= /1 i=1, 2, 于 是 f(D=a 4+ 瑟 。 
1 fl1= Ja+ad=1, 有 f(x)= 1 wl. 

14. 车 XY, 则 存在 mn E X 一 Y, 由 了 的 闭 性 可 知 d( 五 ， 太 二 0,， 由 推论 4. 2. 2 知 存 
在 JEX ,使 用 *=0, 有 5)= 直 ,D>0, 且 上 了 | =1, 这 与 条 件 媳 ,=0 时 产 0 相 矛 
盾 . 

15. 车 T 有 界 , 则 连续, Y wn EC NCD)', 则 3 HE N(D, 使 二 w, 则 Ta 二 
limTa=0, 即 帮 E ND, 故 NG 了 闭 . 

反之 不 真 . 例如 , 取 X= C[w 司 , Y= Ca 月，Tz= z(D, 则 下 XY 线 性 , 若 
Tz=0, 则 xpD=C，ND= 才 xD=CER'} 闭 集 , 但 了 是 无 界 算 子 . 

16， 了 线性 显然 ，1 Tzl = 1 1 一 sap| 


线性 算 子 , 且 1 TI 三 1. 特 取 有 = 二 (1, 0, 0， 


EE 


js 1 1) = 1 zl. 所 以 是 有 界 
er, 


Tm=yw=(1,0,0,…,0,0.…)EL 1 1 =1 
1TI = sgpl Trl 1 Tal=1yl=1 
所 1 TI=1. 
17. 141 = syp,l Arl = so, mx | 2 5 op， max) lollzl 
< py [ol sypl zl = pe 1m1 
取 必 二 sgn@* 则 1 21 = max| 芭 | 
1Al > 1At"1 


= psx | 2 sena|> pa 


同 理 ，1 Al 宇和 2 1as1, 所 以 Al mx 1m|. 故 1 41 = pax2 lw1. 


18. 不 可 交换 . | Tl =1, | E11 =1, 1 TE1 = 证， IETI=1.1Tzl= 


抽 攻 9 和 |<pasn 1 z= 如 有 1 人 11 特 取 帮 (9 三 1, 划 人 1 
> 1Tal 一 Ri1sl=1 故 1 人 TI = 

Ezl x | sA 9 IS max | sl max | A |= zl ，1 玉 1 过 1. 特 取 (2 
三 1, 则 1 1 之 m1 二 册 业 1 51 二 玫 I 人 1 二 


女生 


1TTz=1TREO1=1TCato1 = my|d, ed dd 
反讽 站 1 zl rdr|= max [Ts zl |= 1 zl 
So a me 天 | 2 Fb 
故 1 了 下 1 大 去 


特 取 wm(D 三 1, 则 1 TEI 三 I1TTnl = 于, 故 1 了 TI1 = 到 


' ， 
1 下 全 zl = RTD = 1 了 | 和 人 addl = my|i], <3 dd< 1zl， 


1 人 TISL 特 取 有 wD=1, 有 TTI>1ETal 
IETI=1. 

19. 设 M 是 给 定 的 闭 球 并 冒 于 球 B=( zl 1 zl 大局 之 中 , 因 T, 一 T, 那么 , 对 于 
0, 存在 N, 当心 N 时 ,有 1 T 一 TI 二 eR, 故 Y xE B. 有 

1 Tz Trl < 1 TTIIzl < R=: 

20. 设 由 Tz=0 推 得 z=0, 则 可 证 明 T 是 D( 了 到 R( 上 的 单身, 故 T ”存在 . 反 
之 , 车 T 存在 , 则 由 Tw = Ta 可 推 得 a 三 及, 由 此 可 知 车 Tx=& 则 z= 

21. 由 上 Tzl 三 外 zl 可知, 车 了 一 0, 则 z=0, 获 T': 一 存在. 令 y= Tw 
则 1 yl = Tzl = TT IT 故 1T (21 < 证 1 sl. 


1 了 |= 1 所 以 


22. 讽 2*)Ci, zyE1, 2 了 I Tz* 一 Mnro0), 今 证 明 Tz=&% 设 2"= 
中 …), 对 任何 因 


(Ca 


定 的 i 


0), = a, 1, 


,I 


[B25 -ss | -Dt [2 一 | 
< 
= 人 (站 da + Tz 一 y1 一 0 me co 


因此 ，y 二 Sani= 1, 2, 3, …), 即 Tz 二 x 这 说 明 人 是 定义 于 整个 上 的 闭 算 子 ， 


由 闭 图 象 定理 知 ， 了 是 连续 的 . 

23. 考虑 伍 等 算 子 1 (CE0, 1]，1。，1 一 (cfo, 1],， 上。11), 显然 了 建立 了 
《C0, 可， 1。1) 与 do, 1] ，1) 的 一 一 对 应 , 设 ( ;Cd0,1], x 3 Co, 1], 
使 

1 zz 一 zl 一 0，1 1 一 3 一 0 
由 条 件 可 知 
lAD— X01SI AD— aD I+ rAdD— XD] 
<li—rltl id— Xd|0 ne 
其 中 [0, 1]. 所 以 二 即 1 一 xy 这 说 明 1 是 闭 算 子 , 从 而 1 是 有 界 算 子 . 再 由 道 算 
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子 定理 知 三 也 是 有 界 算 子 , 从 而 Y xE (La, 司 , 有 
Hahn lal<lr ll 
即 1 。1 与 上。 等 价 . 

24. YhERE, 令 KD=ATD, zE WIADI=IK THE A Tl < 
4 TH zl , 故 JEX. 因 二 时 mm, 故 所 可) 一 天 大 即 术 Tx) 一 MTa), 由 
hE 着 的 任意 性 知 ，Tz -于 Tam。 

25. 设 存在 YE X， -于 ，， xx 由 泛 函 延 拓 定 理 知 , 存在 hEX ，| 万 1 一 1， 
所 (一 另 =‖ 一 四 天 0, 即 万 ( 必 一 无 ( 咏 =‖ yA 而 

0 天 zy31 = f(D— f(y= lm h(a)— f(z)]=0 


矛盾 . 


26. 设 工 一 zr, 则 Y JE X ， 及 工 ) 收 伍 , 故 存在 常数 C0, 使 Ym | fx) 三 C 
《C 依赖 于 大 不 依赖 于 力作 自然 映射 J XX .J wgEX .由 gn=f 
《五 ), 定义 X 的 有 界线 性 泛 函 &， 有 

[2 

即 Y fEX ,1 g.( 让 ) 是 有 界 的 , 由 X 完备 的 , 据 共鸣 定理 知 |‖ g 1 ) 是 有 界 的 ， 从 而 
11 1}=( 上 局 上 1} 有 界 . 

27. 设 T> Tree), 当 | zl =1 时 , 有 

1 下 zx 一 Tzl 过 1 下 一 TI1zl = 1 了 一 TI 一 0 nc 

可 得 : Y 人 >0, 了 3N, 当心 N 时 , 有 1 Tz 一 Tzl 二 6 Y zxEX 1 zl=1, 均 成 立 . 

反 过 来 , 著 Y YE X, 1 yl =1, 当 这 N 时 ,有 1 Ty 一 Ty 过 s 则 Y x€E (2 攻 0)， 
令 交 尿 1 zl, 则 1 yl =1， 

1 到 xz 一 Tzl = 1 Ty— Tyl lzl<el zl 

因此 , 当 之 N 时 , 有 | T.x 一 Trl < 

28. 令 


弱 


忆 =(a ay… as 0 Et=(P) 

FD = >) a 
由 条 件 ,，Y z= (4， ,EE 了 有 limF( 力 二 Jim》 am 收敛, 即 YzEe 
1 F.( 力 ) 有 界 . 根据 共鸣 定理 可 知 { | F. | ，nm= 1, 2, 3, …} 有 界 , 3M 二 0， Ym 有 


1Fl=2 1aol gM A 而 Dy | ol SM,(a, ae de. 


29. 因为 Tr = Si z， 所 以 对 任何 gE XX ， 


ATD= a DS)= NDA) 


= [BAVA 


但 KTD=TAD, 帮 TAD= | 如 有 ( 力 .此 式 对 一 切 x 成 立 ， 故 Tg= 


DF 
30. 当 Tz= x 时 , (T’ x D=(x TD=(z 太一 (Ta D=(n TT DD=1 zl 
所 以 ， 


IT zzl = ITzl+lzl -Ts D(aTD 
= Tz lzl elTH lz lz 
= 二 1TH Hz 一 1zxl so 因为 1 TI<<1 


故 了 王莽 妇 对 T 一 才 C 可 下 一 才 CI 对 下 ”于 对 = 人 zlTz 才 , 从 而 x T= 
才 二 才 T 三 才 。 


习 题 五 


1 利用 不 等 式 
| ze 一 五 | 三 | RA)— f(z) | 
一 max | f(D|| zo a | al To— zl 
2， 由 Lagrange 中 值 定理 
1 Az— AyI= |- 却 
在 zx 与 y 之 间 , 方程 Az= z 在 X 上 无 解 , 因此 映射 A 没有 不 动 点 . 


3. 由 于 g( 力 =1 一 Af( 力 , 0 二 三 (Dk, 取 和 去 时 ， 


lz— yl<|l z— yl 


A 


3 
sz< &( 了 入 1 一 下 <<1 


由 微分 中 值 定理 , 有 

| 8D— AVI=| g(O1| (x—» (1 一家 1 x yl 
即 g 是 压缩 映射 , 故 zi 三 gz) 收 伐 于 g 的 唯一 不 动 点 zx ， 则 z 即 是 A 力 二 0 的 唯 
一 解 


4 因 lim =0, 故 存 在 N, 当 它 N 时 , 有 < 二 即 V 3E X 有 全 从 于 全 党 < 


证, 即 (Az A'y) 志 证 相 壤 泡 ， 由 推论 5.1.2 知 ,A 在 X 中 有 唯一 不 动 点 . 


5. 先 证 A 是 压缩 映射 ， 即 存在 dE (0, 1), 使 V x yE F, 有 
dAx, AD SE al(x 用 (1) 
车 不 然 , Y mn 有 xyE 民 使 


Axo My > (1—B) dr, yo (2) 


由 于 上 是 R 中 的 有 界 闭 集 , 故 上 是 紧 集 ， 从 而 存在 | 她 ){ 5%) 及 和 DEF 
趴 一, 在 (2) 式 中 , 换 和 ,名 分 别 为 x,， ,再 令 Ac 有 
A An, Ap) = Jimd Ax,, Ay) > lim 1—T) ds pm) = Rs) 
这 与 题 设 相 了 矛盾 , 故 (1) 式 成 立 . 由 压缩 映 象 原理 知 , 存在 唯一 不 动 点 ,x E€ F, 有 
Ar = 

6 作 A: 人 >, 表 二 (a a zw)E[, 令 Az=((ADi, (AD:, 
(CAD 0) ,其 中 (CAD = 2wd+h(i=1,2.3.m). 对 JES, (4 
有 


| Az— Ayl = sup | (AD (AD l= sup| 2 so | 
: “ri 


二 sup 之 1 mw lsup1| wy 1= sup 1 mwl1z 一 2 
由 条 件 知 A 是 ! 上 的 压缩 映射 从 而 A 在 ! 上 有 唯一 不 动 点 , 即 原 方程 有 唯一 解 . 
7. 因 A x )=0, 由 中 值 定理 , 有 
IRDI=I RD— RI)I=I fF(OI zx IEh|lrzl 
因 x 是 单 重 零点 , 故 在 x 的 某 闭 邻 域 OD 上 有 (办 隆 0，OC[ a 有 f( 力 在 O 上 有 界 ， 
并 且 Y x€E OO 


eh ln | RD 起 外 二 本 Ey 
la(Dl [fCDT kk|IADIEShb| rz | 二 元 


。 1 
当 | 一 袜 | 二 5 太 时 成 立 . 
8. 利用 选 代 公 式 (5.1- 27? 有 
1 jd 
a(D= HOt MDdr= Adt+ el],e ddr 
= UD + he 


其 中 令 大 一 je uDdr 
A(D = D+ 6| en(D dr= dD+e(l 十 内 
(DO = HD+ nd dr= dD+ he (lt pt a) 


EA 
由 1H 三 1, 则 有 


AD=lmnd = 区 六 十 一 ee 
I—x 


9. 令 于 二 =infd( rz ,ADV=dz DEY, 则 Ay 在 紧 集 Y 上 连续 , 从 
而 玉 » 在 Y 上 取得 最 小 值 , 即 存在 %wEY, 使 = d( xz，%)，y 就 是 了 在 Y 中 的 最 佳吉 
近 . 
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10. 令 噬 和 扑 1，/ 庆 1 一 对 于 时 (aa，a, wa)，[ 扩 (H, 上 …， 上 及 ). 由 于 二 
Az+pr 有 


fiat = 7 Dt el 
~ 


SA Faol+pl zr 2pel 
a a 
= Af(Q 十 pi 内 


即 了 是 凸 函数 . 
11. 对 ME(0,.D，1 zl=1 11=1, 若 1。|1 严格 凸 , 有 : 
当 二 计时， 
12z+01 一 为 yl 二 124 吉 z+ 二 + 1 一 20 sl 
， 了 ?二 到， 3 
过 241 于 z+ 二 31 + 一 201 yl 24+ 0 一 2 =1: 
当 妇 二 时 ， 
1ar+( 一 yl = 12 一 去 2 二 +(1—201— XD)zl 


三 20 一 为 上 去 x+ 二 1 + 一 201 一 2)1 zl 


<201—ND+(1—21— ND)=1 
故 对 任何 ME (0, 1), 有 1 Az+(1 一 2 yl 一 1. 反之 显然 成 立 。 

12. (1)》 当 Y 看 作 CL0, 1] 的 子 空间 时 , 由 于 对 任何 两 点 4,&E[0, 1],，# 关 时， 
省 
i i (8 一 0) 
由 引 理 5.3.2 知 了 满足 Haar 条 件 . 

《2) 当 Y 看 作 CL 一 1, 1] 的 子 空间 时 , 对 4， EL[ 一 1, 1 ,三 一 4, 则 (1) 中 行列 式 
为 零 , 因此 ，Y 不 满足 Haar 条 件 . 

13. 由 于 攻 是 (5.3 一 4) 式 中 行列 式 中 第 j 个 列 向 量 ,( 4#，w，*…，w) 线 性 无 关 , 因此 
(5. 3 -4) 式 中 的 行列 式 不 等 于 零 , 于 是 可 证 | %，¥，…，w) 线 性 无 关 ,，Y 是 n 维 子 空间 . 
对 了 的 每 一 个 热 x ，z，*…，z) 可 唯一 地 表示 为 

s= momt 人 oy j=1l,2 mn 

因 a ，x，*…，%%} 线 性 无 关 , 可 得 


de @。 


对 任意 x 个 4E[ a 司 ( 产 1,， 2,…, 用, 有 
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a(8)》 a(8) 1 (6) 
AH) (8) 0 (6) 


ZN) lB) wa) 
a a ea] Gn) ye) y(t) 


oo (0) (2 
.| > 上 ¥ 6 


Qa Ca》 HE) wt) 
由 引 理 5.3.2 知 了 满足 Haar 条 件 . 
反之 , 由 Y=spanl 4 六) ,dimY 二 1 可 得 | y，%，…，y.) 是 了 的 一 组 基 , 再 
由 引 理 5.3.2, 对 任意 "个 不 同 的 5E [ae, 辐 (三 1, 2, ,用 , 以 
= aD ye, W(t)) 1 2 0 
作为 列 向 量 的 行列 式 (5. 3 -4) 不 等 于 零 , 由 此 ,4,4 妈 线 性 无 关 . 
14. 由 推论 5. 3. 3 的 公式 (5.3 -17)，x( 9 二 站 的 二 次 多 项 式 最 佳 逼近 为 


= ;+ 一 圭 二 训 直 了 
yD=i+i 下 下 (0 一 上 十 可 


其 最 大 偏差 为 1 zy 1 = 二 . 

15. 因为 Gz = 上 zl 1 yl 一 |( xz， | ,Schwarz 不 等 式 等 价 于 G( 男 三 0 
由 引 理 5.3.5 知 ,等 号 成 立 充 要 条 件 是 z 与 y 线 性 相关 . 

16. 当 二 1 时 ，G( 34) 三 上 yy 1 0, 设 对 自然 数 名 有 GU wy， ，… 3) 这 0, 则 由 
定理 5.3.5 的 (5.3 一 31) 引 式 得 

Ga a p= Gy, yr 0 

这 里 一 书 , 硬是 z 在 Y=span(y，x,…，y) 中 的 最 佳 逼 近 , 因此 对 自然 数 m 有 
GQ a， ，%) 宇 0， 由 定理 5.3.5 知 | y ，¥ ， …，%} 线 性 无 关 时 ,GUN ，， 和 …，w) 
>0. 


习题 六 

1. am(D= dx 一 1). 由 (一 为 1z=0 对 应 的 特征 空间 为 羡 RR(D=(1 一 为 ， 了 对 
2 源 1 是 有 界线 性 算 子 . 

2，T 的 不 变 子 空间 为 X.=spanl 五 ，zrly …}( 叶 1,， 2, 3, …), 对 任何 和 ,由 (了 一 
2D z=&& 可 得 一 & 故 了 无 特征 值 . 

3. 因 4 是 T 的 特征 值 , 所 以 A 一 的 零 空间 不 为 0), 设 入 , 入，…, 久 是 的 n 个 用 
次 方 根 , 则 

AM— T= DI- DAI-D 

所 以 至 少 存在 某 i， 使 入 1 一 了 的 零 空间 不 为 ' 0), 故 /三 入 即 为 的 特征 值 . 

4. 设 XE[0, 1], (和 1D) ' 是 [0, 1] 上 的 有 界 连续 函数 , 而 乘 以 (4 一 1) 的 乘法 算 子 恰 
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好 是 (A 王 D , 故 ME AT. 

设 ME[o, 1], 由 [CA 一 人 DDD=(4 一 D AD=0, 可 知 (=A 时 , (4 一 D x D=0， 
(2 一 DD 的 全 体 组 成 的 集合 在 C[L0,， 1] 中 不 稠密 . 所 以 A 不 是 连续 谱 . 不 难 证 明 ，4E 
[0, 1 可] 不 可 能 是 T 的 特征 值 . 事实 上 , 车 存在 a( DE C0, 1], 使 (4 一 Da(D=(24 一 办 
(D9D=0, 则 当 严 XA 时 , wa(D=0, 由 (连续 可 知 (4) 二 0, 因此 对 一 切 :E[0,1], 性 
(D=0, 即 (4 厂 D x 9 二 0 没有 非 零 解 , 故 4 不 是 特征 值 , 综 上 所 述 ，AE [0, 1] 只 能 是 工 
的 剩余 谱 . 

5. 提示 : 作法 同 题 4，x 也 = XD 的 值 域 ( 有 界 闭 区 间 ). 

6. 提示 : 应 用 题 5, 作 Tx= yz 其 中 y= XD=at(bot 

7. 因 JE X , 故 了 是 线性 算 子 ， 再 由 上 Tzl 三 | KDI zl 夺 上 fF11 zl 1 zl 知 
TE B(X> 各, 再 注意 到 R Cspan + 是 X 的 一 维 子 空 间 , 故 了 是 全 连续 算 子 . 


8. 令 工 于 | 于 要 于 0,0, 下 |， ECay as DOEZ, 则 下 是 值 
域 为 有 限 维 的 线性 有 界 算 子 ， 由 于 
1(T 一 Ty’ = 为 让 |! zn < mr Ps zl 


因此 1 全 T.| 志 < (9), 玫 了 全 连续 . 


著 这 0, 则 二 =(1, 0, 0,…) 是 相应 的 特征 元 , 则 和 0E 60D. 
著 奈 0, 由 了 二 AMz 得 ro 一 中 驴 ,由 二 上 知 , 二 0, 因而 一 0, 即 2€ as( 了 . 


9. 设 (TD(9=| er dt= MK 即 有 e| sw dt 一 MD， 记 j eg 六 dt= 
则 e' = 9， 故 9 二 六 e* 从 而 


cjewad= 划 ， @'ds= He 一 1) 


则 =D, 对 应 特征 函数 为 x(D 二 e'. 
10. 设 | cos( st DD di 二 X99, 两 边关 于 * 求 导数 , 有 
Mp'(9 = 一 | sinGst DAD dt 


Mp =-] cos(st DAD dt 


则 有 FI9+AYI=0 (*) 
方程 ( * ) 有 两 个 线性 无 关 解 ，P( 9 二 cos sg (9 三 sins 将 g( 9 代入 特征 方程 可 得 入 = 二/ 
2, 将 gq( 3 代入 可 得 入 = 一 x/2. 


11. 令 (KP)( 一 中 ， cos( s+ DKD dt, 由 题 10 可 知 , 特征 值 A = x 对 应 特征 函数 


n= 性 ss = 一 “应 特征 两 政 二 = Esnsa, = 上 Eweo. a, 
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= 上 [Esniar=2. E 由 (6.2 -15) 式 得 
wx-1+ 了 于 记 1 Ec® Esins 


=1— 


4 
TF 
i) 9» 

12. #39= 了 2 


Ri)= > (| 如 | 一 DA 


因为 如 一 z ,而 站 中 按 范 数 收敛 葡 涵 一 致 依 坐标 收 化 , 又 因 Ri x”) 仅 对 有 限 项 求 和 。， 
因而 Rx") 一 Fz"), 即 下 在 X 上 连续 . 
下 证 下 无 界 . 任 取 8>0, 令 双 一 (1 十 日 is 2 = 二 ( 4)E17, 其 


中 
1 n=k 
= 
0 Lal 
则 xz” EHRG 1+6)={ x€E XI zl 过 1 十 s} ,而 
R21’)= m+ n> co 
故 F 在 义 上 无 界 . 


2. [fCa)JMAD = AD+2H MD 
3. 对 hE (La 月 ， 


» 
十 人 D 一 Tn =| KO 3a ss mn(9+ Mo) ds 
, 
-| Kt Sa 5 面 (3) ds 


=| KGe SL s a(O+HO)— As a( 3)] ds 
-| Kt 9gls a(O FAIMD ds 


=| .KC Dg(s a( MD ds 


; 
+]| Kt gads a(9, ROMSIIMYds 


一 下 (五 )A 十 以 五 十 内 


其 中 
Fom)h=| RCR Sgn a( 3) MO ds 
ls, DI= dal nl) 


4 YhE X, 有 
Hrt+h— AD=(Az+AD, rt+h—(Ar, DD 


=(Azt M, zt hh—(Ar, D 
一 (Az 月 十 (大 ,办 十 (Ah 月 
一 (Az D+(A 五 用 十 (AN 及 
=((AtA Dz 用 十 (Ah 月 
一 (Dht A 
其 中 ,gC(D 王 (CAT A DYDD, dxnhDI=d1hl), 故 gg(D=(AtA)Ez 
5. 设 AE GL( 力 ，HE M nx 用, 取 1 HI 足够 小 .使 4+ HE GL( 态 , 且 | HA ' | 三 


1 1 14 1 一 1, 则 
RA4 十 团 一 及 由 =(4 二 用” 一 
=—A (I-AA+ID')=—A [I-((A+IDA')'] 

=— A [TI 一 (上 + J] 
=— A [I (I HA 十 CHA- 


一 (CEA +)] 


4 YD (84 六 一 一 4 HA 十 以 M， 团 
可 
=F(MWH+AM,ID 


其 中 , F(M H= 一 A4'HA', dM, = 4 DCHA'). 
6 应 用 数学 归纳 法 . 当 二 1 时, (7.3 -21) 式 自然 成 立 , 设 二 人 结论 成 立 , 即 对 满足 
定理 条 件 (n 换 成 kk 及 ) 的 函数 (7. 3 -21) 式 成 立 . 对 于 映射 F'， 有 


F(z 十 用 一 F(D+ FiDhtF 力 丰 十 必 二 Tr 十 w(x h"') 


其 中 ，1 a(z 4) 二 dd hl“'). 将 上 式 在 [zz+ 问 上 积分 ,有 
及 xz 十 入 一 RD=], Fzt tm) hdt 


=] [FCOD+ (Dh+ 吉 FDR 


1 Le nt 
tem’ F*(Dh Jidtte 


ee ee | 呈 
一 FDhta Dh tT (Dt 
中 (311 十 


其 中 , J Cm" hde 而 由 上 w(x 让 ) = 二 dhl"), 得 
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' 
tol<) eos 1h d= dll’ 


由 归纳 法 ， 有 
Rt 用 二 民力 十 FD 再 FD 二 
+ 丙 忆 (到 十 以 五 丰 ) 
7. Mr 下 一 ( 1) 一 2zcost 


B=200sh gr=0, gr=2, gu=0 
其 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 为 : 十 cos 三 0, 其 通 解 为 z= a z+ e 十 cosk 代入 边 界 条 件 , 得 


4 = 之， 二 一 1, 则 极 值 曲线 为 


元 
y= E14o0st 
元 
8. 旋转 曲面 面积 为 
S= {y=27) ,yds=27], y HHO dz 


Xn)=y, Xn)=y 
欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 (由 (7.5-9) 式 ) 为 


了 
to Hi 
令 y==sht, 代入 上 式 , 得 J 三 4 cht 由 于 
dz dy 4 shidt_ a 


shr 
积分 得 z= a t+ 6， 于是, 所 求 曲 线 为 
(人 att e 
y= acht 
消去 参数 (得 


工 


y= dch 


q、e 由 边界 条 件 来 确定 . 
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